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Algebra miar

Niech G bedzie lokalnie zwarta grupa abelowa Hausdorffa.
Niech M?(G) oznacza przestrzen Banacha wszystkich
skonczonych miar Radona na G. Niech dalej

M5(G) = {u cMP(G): = iﬁkégk gdzie i |Bk| < oo}.
k=1 k=1

Splot dwéch miar Diraca jest zdefiniowany nastepujaco

Ogy * 0gy i= g1 gy,

gdzie g1, g sa elementami grupy G.



21.05.2017 | Zywilla Fechner Motywacja

Rozszerzenie splotu na przestrzen M5(G)

Niech 1 oraz 1/ beda elementami M5(G). Jezeli istnieje taka
miara p w M5(G), ze dla kazdej funkcji f: G — C znikajacej
w nieskonczonos$ci zachodzi

[ #@)dpz) = [ [ FOx+ y)du)di (),

G GJG

to miare p nazywamy splotem miar ;. oraz ;' i oznaczamy
pi=p*p.

Problem: co stanie sig, gdy G zastagpimy dowolng przestrzenia
lokalnie zwartg Hausdorffa bez struktury algebraicznej? Jak
zdefiniowad

5g1 * 5g2 = 6g1--~g2?
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Krotki wstep do hipergrup

Niech K bedzie lokalnie zwarta przestrzenia Hausdorffa,

M (K) przestrzenia ograniczonych miar Radona na K. Niech

dalej M*(K) bedzie zbiorem wszystkich miar

probabilistycznych na K. Zatézmy, ze

H* Dla wszystkich x, y z K, splot miar Diraca 0, * 0, jest
ciagtym odwzorowaniem liniowym z K x K w M*(K).

H" lstnieje inwolucja V: K — K bedaca jednocze$nie
homeomorfizmem.

H¢ lIstnieje ustalony element e w K nazywany identycznoscia.
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Krotki wstep do hipergrup

Utozsamiajac x z §, splot ma jedyne rozszerzenie do ciggtego
odwzorowania dwuliniowego z M(K) x M(K) do M(K).
Hipergrupa nazywamy czwérke (K, *,” e) spetniajaca warunki
H1 0y % (0, % 6,) = (0 * &) * I3,

H2 (0 % 0,) = 0y * 0%,

H3 0y % 0o = 0o % 0, = Oy,

H4 e € supp(dx * 0y) <> x =y,

H5 supp(dx * 0,) jest zwarty,

H6 Odwzorowanie K x K 3 (x,y) — supp(dx * d,) € C(K)
jest ciagte.
Przestrzen wartosci rozwazamy z topologia Michaela.
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Hipergrupa dwuelementowa

Niech K = {0,1},0 <6 <1, e=0, x¥ = x.

50*50:(50, (50*51:51*5():51
(51 * 51 = 050+(1 — 0)(51

D(0) jest grupa, jezeli = 1 oraz nie jest grupa, gdy 0 # 1.
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Co oznacza h(x x y)?

Rozwazmy przestrzen probabilistyczng (K, B(K), dx * d,).
Dowolna funkcja ciagta f: K — C moze by¢ rozwazana jako
zmienna losowa. Warto$¢ oczekiwana f wzgledem §, wynosi

Ex(f) = [ fdo, = F(x)
K
Ogodlnej, dla dowolnej takiej miary p, ze f jest u-catkowalna

zachodzi
f(n) = Eu(F) = [ fdn.

W szczegéblnosci,

F(x *y) = F(3, % 0,) :/ F(£)d(0, % 8,)(t), x,y € K.

K
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Funkcje addytywne

Ciagta funkcje a: K — C nazywamy addytywna, jezeli

[ a0, #8,)(8) = alx) +aly), x.y € K.
W notacji grupowej
a(xxy)=a(x)+a(y), xye€K

Ponadto, a(e) = 0.
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Funkcje wyktadnicze i charaktery
Ciagta funkcje m: K — C nazywamy wyktadnicza, jezeli
[ m(©)d@.8,)(8) = mex)m(y),  x.y € K.
W notacji grupowe;j
m(x*xy)=m(x)m(y), x,y € K.

Ponadto, m(e) = 1. Jesli dodatkowo

m(x’) = m(x), xé€K,

to m nazywamy semi-charakterem.
Ograniczony semi-charakter nazywamy charakterem.
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Funkcje wyktadnicze na D(0)

Niech K = {0,1},0< 60 <1, e=0, x¥ = x. Wtedy
mlxsy) = [ m(B)d(E o 6,)(1) = mG)m(y)
Zawsze m(0) = 1. Rozwazmy x = y = 1.

m(1 1)= /{0 ,, MO+ 5)(1)
= 9m( )+ (1—0)m(l) =60+ (1 —60)m(1)
m(1)m(1)
Stad albo m =1 albo m(0) = 1 oraz m(1) = —6.

89 % 80 = 8g, 8 * 61 = 81 % Sg =81 61 % 81 = 05 + (1 — 0)d1
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Operator translacji i miara Haara

Niech y € K. Operator translacji 7,: C(K) — C(K) dany jest
wzorem

() = [ fd(54,), FeCK), yekK.

Méwimy, ze dodatnia miara Radona jest lewostronnie
niezmienniczg miara Haara, jezeli

/KTyf(X)dW(X):/Kf(X)dw(x), yeK.
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Istnienie i przyktad miary Haara

1. Kazda przemienna hipergrupa dopuszcza miare Haara.

2. Kazda zwarta hipergrupa dopuszcza miare Haara, ktéra
jest jednoznaczna z doktadnoscia do statej.

Na hipergrupie D(6) catkowanie wzgledem znormalizowane;j
miary Haara wyraza sie wzorem

1
/fdw mf(O)erf(l)

dla dowolnej funkcji f: K — C.
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Funkcje m-sinusowe

Niech m: K — C bedzie funkcja wyktadnicza i niech
f: K — C bedzie funkcja ciagta. Funkcja f jest funkcja
m-sinusowa, jezeli

fxxy) = fO)m(y) + f(y)m(x), x,y € K.

/Kf(t)d(éx £ 8,)(8) = FOIm(y) + Fy)m(x), x.y € K.

Kazda funkcja m-sinusowa na D(6) jest identycznie réwna
zero.
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Mozliwe zastosowania funkcji m sinusowych

» twierdzenia graniczne dla btadzenia losowego
» synteza i analiza spektralna

» funkcje tworzace momenty wyzszych rzedéw
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Funkcje tworzgce momenty wyzszych rzedow

Niech N € N. Funkcja ¢: K — C jest funkcja generujaca
momenty rzedu NN, jezeli istnieja takie funkcje ciagte

ok: K—=>C(k=0,...,N), ze po =1, oy = ¢ oraz dla
k=0,...,N dla kazdych x, y € K zachodzi

[ #0365 8)(0 = ut ) = 3 ()l )

j=0 \J

W zastosowaniach rozwaza sie najczesciej N = 2 oraz funkcje
o wartosciach rzeczywistych z dodatkowym warunkiem

01 (x) < a(x).
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Uogolniona wartos¢ oczekiwana i wariancja

Otrzymujemy zaleznosci

p1(x x y) = p1(x) + p1(y)

oraz
pa(x * y) = pa(x) + 201(x)p1(y) + ©2(y)
Jezeli o, jest catkowalna wzgledem p € My, to wielkos$é

E(n) = /K p1dp

nazywamy uogdlniona wartoscig oczekiwang, a wielko$¢

V(u)=/Ks02du— [/Ksoldur

uogolniona wariancja.
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WHtasnosci uogolnionych momentow

Jezeli p, jest catkowalna wzgledem i, v € M;(K), to

Pomijajac zatozenie ¢y = 1 i rozwazajac dowolng funkcje
wyktadnicza o otrzymujemy tzw. uogdlnione funkcje
momentu. W szczegdlnosci, 1 spetfnia

e1(x * ¥) = p1(x)po(y) + ©1(y)wo(x).

Czyli ¢ jest funkcja ¢g - sinusowa.
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Problemy i zastosowania

» Postac funkcji m-sinusowych na konkretnych
hipergrupach.

» Roéznice pomiedzy przypadkiem przemiennym i
nieprzemiennym.

» Ogdlne metody wyznaczania funkcji momentu.
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