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Podstawowe poj¦cia

Przestrze« quasimetryczna

Niech X 6= ∅ i d : X ×X → [0,+∞) speªnia warunki

(Q1) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y;

(Q2) d(x, y) = d(y, x);

(Q3) d(x, y) 6 K ·max{d(x, z), d(z, y)},
gdzie K > 1 � staªa, x, y, z ∈ X � dowolne. Par¦ (X, d) nazywamy
przestrzeni¡ K-quasimetryczn¡.

Przestrze« semimetryczna

Par¦ (X, d) speªniaj¡c¡ warunki (Q1), (Q2) nazywamy przestrzeni¡
semimetryczn¡.
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Pocz¡tek historii � oszacowanie Frinka (1937)

A. H. Frink � Distance functions and the metrization
problem � 1937

Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ quasimetryczn¡ ze staª¡ K 6 2.
Wówczas istnieje taka metryka ρ : X ×X → [0,+∞), »e

ρ(x, y) 6 d(x, y) 6 4ρ(x, y).

De�nicja metryki we wszystkich rozdziaªach naszej historii:

ρ(x, y) := inf

n∑
i=1

d(xi−1, xi), (1)
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�rodek historii � oszacowanie Schroedera (2006)

V. Schroeder � Quasi-metric and metric spaces � 2006

Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ quasimetryczn¡ ze staª¡ K 6 2.
Wówczas istnieje taka metryka ρ : X ×X → [0,+∞), »e

ρ(x, y) 6 d(x, y) 6 2Kρ(x, y).
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Koniec historii � oszacowanie optymalne 2018

K. Chrz¡szcz, J. Jachymski, FT � Two re�nements of
Frink's metrization theorem and �xed point results for
Lipschitzian mappings on quasimetric spaces � 2018

Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ quasimetryczn¡ ze staª¡ K 6 2.
Wówczas istnieje taka metryka ρ : X ×X → [0,+∞), »e

ρ(x, y) 6 d(x, y) 6 K2ρ(x, y).
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Gra�cznie � przykªad dowodz¡cy optymalno±ci.
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Jak niepraktyczna mo»e by¢ charakteryzacja?

Charakteryzacja liczb K 6 2.

Niech K b¦dzie liczb¡ rzeczywist¡, NWSR:

(i) K 6 2;

(ii) dla dowolnej przestrzeni K-quasimetrycznej (X, d) istnieje metryka ρ
taka, »e dla pewnego c > 1,

∀x,y∈X ρ(x, y) 6 d(x, y) 6 c · ρ(x, y);

(iii) dla dow. przestrzeni K-quasimetrycznej (X, d) zachodzi

∃c>0∀n∈N∀x1,...,xn∈Xd(x1, xn) 6 c ·(d(x1, x2) + · · ·+ d(xn−1, xn)) ;

(iv) dla dow. przestrzeni K-quasimetrycznej (X, d), funkcja ρinf zadana
wzorem (1) jest metryk¡;

(v) dla dow. przestrzeni K-quasimetrycznej (X, d) posiadaj¡cej co
najmniej dwa elementy, funkcja ρinf okre±lona przez wzór (1) jest
niezerowa, tj. istniej¡ x0, y0 ∈ X takie, »e ρinf(x0, y0) > 0.
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Twierdzenie Banacha w wersji quasimetrycznej

I. A. Bakthin � The contraction mapping principle in almost
metric spaces � 1989

Niech (X, d) b¦dzie zupeªn¡ przestrzeni¡ semimetryczn¡, T : X → X
b¦dzie lipszycowska ze staª¡ L(T ) ∈ [0, 1). Wówczas T ma dokªadnie
jeden punkt staªy x∗ ∈ X i dla ka»dego x ∈ X zachodzi Tnx→ x∗.

Nie da si¦ go otrzyma¢ z tw. Cantora. Dlaczego?
Istniej¡ przestrzenie (X, d) (nawet speªniaj¡ca c-zªagodzon¡ nierówno±¢
wielok¡ta) i kontrakcje Banacha T : X → X takie, »e dla ka»dego ε > 0,
zbiór punktów ε-staªych nie jest domkni¦ty:

Fixε T := {x ∈ X : d(x, Tx) 6 ε}
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Stosowna wersja tw. Cantora

Uogólnione tw. Cantora

Niech (X, d) b¦dzie zupeªn¡ przestrzeni¡ semimetryczn¡ speªniaj¡c¡
warunek

d(xn, yn)→ 0 ∧ d(yn, zn)→ 0 =⇒ d(xn, zn)→ 0

dla dowolnych ci¡gów (xn)n∈N, (yn)n∈N, (zn)n∈N elementów X. Niech
(An)n∈N b¦dzie zst¦puj¡cym ci¡giem niepustych podzbiorów X takich,
»e diam(An)→ 0. Zaªó»my, »e ci¡g (An) zawiera podci¡g (Akn

) taki, »e
dla dowolnego n ∈ N, Akn

⊂ An. Wówczas
⋂

n∈NAn = {x∗} dla
pewnego x∗ ∈ X.
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Rozszerzenie tw. Bakthina

Niech (X, d) b¦dzie zupeªn¡ przestrzeni¡ K-quasimetryczn¡ (speªnia ona
warunek

∀x,y,z∈Xd(x, y) 6 K (d(x, z) + d(z, y)) .

ze staª¡ K > 1). Niech odwzorowanie T : X → X b¦dzie lipszycowskie
ze staª¡ α := L(T ) < 1, i niech q ∈ N b¦dzie staª¡ tak¡, »e αq <
1

K2 . Wówczas T ma dokªadnie jeden punkt staªy x∗ ∈ X. Ponadto dla
dowolnego ci¡gu (xn), je»eli d(xn, Txn)→ 0, to wówczas xn → x∗ oraz

a) je»eli α 6= 1
K , to

d(xn, x∗) 6 d(xn, Txn)
K

1− αqK

(
K · 1− α

q−1Kq−1

1− αK
+ αq−1Kq−1

)
;

b) je»eli α = 1
K , to

d(xn, x∗) 6 d(xn, Txn)
K

1− αq−1 (K(q − 1) + 1) .
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Oszacowania na odlegªo±¢ od n-tej iteraty

W szczególno±ci, gdy x0 ∈ X, Tnx0 → x∗ oraz

a) je»eli α 6= 1
K , to wówczas

d(Tnx0, x∗) 6 d(x0, Tx0)
αnK

1− αqK
·(

K
1− αq−1Kq−1

1− αK
+ αq−1Kq−1

)
;

b) je»eli α = 1
K , to wówczas

d(Tnx0, x∗) 6 d(x0, Tx0)
αn−1

1− αq−1 · (K(q − 1) + 1) .
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Dalsze plany...

• Adaptacja algorytmów dziaªaj¡cych w przestrzeniach metrycznych:

• Problem komiwoja»era;
• Drzewa metryczne;
• Inne...
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