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De�nicja

Powiemy, »e x ∈ R jest punktem g¦sto±ci zbioru A ∈ L1 (tj. mierzalnego
podzbioru R), je»eli

lim
h→0+

λ1(A ∩ [x − h, x + h])

2h
= 1.

Przez Φd(A) oznaczmy zbiór punktów g¦sto±ci A, a przez Td - rodzin¦
mierzalnych podzbiorów R takich, »e A ⊂ Φd(A).

Twierdzenie

Operator Φd : L1 → L1 jest operatorem dolnej g¦sto±ci, tj. ma nast¦puj¡ce
wªasno±ci:

1) Φd(∅) = ∅, Φd(R) = R;
2) je»eli λ1(A M B) = 0, to Φd(A) = Φd(B);

3) Φd(A ∩ B) = Φd(A) ∩ Φd(B);

4) λ1(A M Φd(A)) = 0.

W szczególno±ci, rodzina Td jest topologi¡ (zwan¡ topologi¡ g¦sto±ci).
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De�nicja

Niech S = (Sn) ∈ S, tj. S jest zbie»nym do 0 ci¡giem mierzalnych podzbiorów
R o dodatnich miarach. Powiemy, »e x ∈ R jest punktem S-g¦sto±ci zbioru
A ∈ L1, je»eli

lim
n→∞

λ1(A ∩ (x + Sn))

λ(Sn)
= 1.

Przez ΦS(A) oznaczmy zbiór punktów S-g¦sto±ci A, a przez TS - rodzin¦
mierzalnych podzbiorów R takich, »e A ⊂ ΦS(A).

Twierdzenie (M. Filipczak, J. Hejduk, F.S., R. Wiertelak)

Operator ΦS : L1 → L1 ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

1) ΦS(∅) = ∅, ΦS(R) = R;
2) Je»eli λ1(A M B) = 0, to ΦS(A) = ΦS(B);

3) ΦS(A ∩ B) = ΦS(A) ∩ ΦS(B).

Co wi¦cej, przy pewnych dodatkowych zaªo»eniach o S, zachodzi:
4') λ1(ΦS(A) \ A) = 0,

wi¦c ΦS jest operatorem prawie dolnej g¦sto±ci i rodzina TS jest topologi¡
(zwan¡ topologi¡ S-g¦sto±ci).
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Niech G b¦dzie zwart¡ grup¡ topologiczn¡ a λ miar¡ Haara na G , tj. jedyn¡
borelowsk¡ miar¡ na G tak¡, »e

(i) λ jest lewostronnie niezmiennicza, tj. λ(xA) = λ(A);

(ii) λ jest regularna;

(iii) λ(G) = 1;

(iv) λ(U) > 0 dla ka»dego niepustego i otwartego U.

Tym samym symbolem λ oznaczmy uzupeªnienie miary Haara a symbolem
L - odpowiednie rozszerzenie σ-ciaªa zbiorów borelowskich. Miara λ równie»
speªnia warunki (i)− (iv).

Przez SG oznaczmy rodzin¦ ci¡gów S = (Sn) mierzalnych podzbiorów G takich,
»e

(a) λ(Sn) > 0 dla dowolnego n ∈ N;
(b) dla dowolnego otoczenia U 3 0, istnieje n0 taka, »e Sn ⊂ U dla n ≥ n0.
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De�nicja

Niech S = (Sn) ∈ SG . Powiemy, »e x ∈ G jest punktem S-g¦sto±ci zbioru
A ∈ L, je»eli

lim
n→∞

λ(A ∩ (xSn))

λ(Sn)
= 1.

Przez ΦS(A) oznaczmy zbiór punktów S-g¦sto±ci A, a przez TS - rodzin¦
mierzalnych podzbiorów G takich, »e A ⊂ ΦS(A).

Twierdzenie (T. Banakh, F.S, R. Wiertelak)

Dla ka»dego S ∈ SG , operator ΦS : L → L oraz jest operatorem prawie dolnej
g¦sto±ci i w konsekwencji rodzina TS jest topologi¡.

Wniosek

Dla ka»dego S ∈ S, operator ΦS : L1 → L1 jest operatorem prawie dolnej
g¦sto±ci i w konsekwencji TS jest topologi¡.
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Wniosek

Dla ka»dego S ∈ S, operator ΦS : L1 → L1 jest operatorem prawie dolnej
g¦sto±ci i w konsekwencji TS jest topologi¡.

dowód

Dowodu wymaga tylko punkt:
4') L(ΦS(A) \ A) = 0.

Zaªó»my najpierw, »e A jest ograniczony. Mo»emy zaªo»y¢, »e A ⊂ [ 1
4
, 3
4

].
Poniewa» miara Lebesgue'a na [0, 1) pokrywa si¦ z rozszerzeniem miary Haara
na grupie [0, 1) z dodwaniem modulo 1, wi¦c λ1(ΦS(A) \ A) = 0.

Je»eli A jest nieograniczony, to

λ1(ΦS(A) \ A) =
∑
n∈N

λ1(ΦS(A ∩ [−n, n]) \ A) ≤

≤
∑
n∈N

λ1(ΦS(A ∩ [−n, n]) \ (A ∩ [−n, n])) = 0.
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Twierdzenie (T. Banakh, F.S, R. Wiertelak)

Dla ka»dego S ∈ SG , operator ΦS : L → L oraz jest operatorem prawie dolnej
g¦sto±ci i w konsekwencji rodzina TS jest topologi¡.

dowód

Dowodu wymaga tylko punkt:
4') λ(ΦS(A) \ A) = 0.

Przypu±¢my, »e tak nie jest. Wówczas istnieje domkni¦ty zbiór K ⊂ ΦS(A) \ A
taki, »e µ(K) > 0. Dla 0 < ε < 1

2
λ(K) i n ∈ N, niech

Xn,ε :=

{
x ∈ G :

λ((xSn) ∩ K)

λ(Sn)
≥ ε
}
.

Zauwa»my, »e⋂
n∈N

⋃
k≥n

Xn,ε ⊂
{
x ∈ G : lim sup

n→∞

λ((xSn) ∩ K)

λ(Sn)
> 0

}
⊂ K \ ΦS(A) = ∅
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dowód c.d.

Niech n ∈ N i oznaczmy S := Sn. Mamy

∫
G

λ((xS) ∩ K)dx =

∫
G

∫
G

χK∩(xS)(y)dydx =

∫
G

∫
G

χK (y)χS(x−1y)dy

 dx

=

∫
G

∫
G

χK (y)χS(x−1y)dx

 dy =

∫
G

∫
G

χK (y)χyS−1(x)dx

 dy

=

∫
G

χK (y)λ(yS−1)dy = λ(K)λ(yS−1) = λ(K)λ(S).

Z drugiej strony,∫
G

λ((xS) ∩ K)dx =

∫
Xn,ε

λ((xS) ∩ K)dx +

∫
G\Xn,ε

λ((xS) ∩ K)dx ≤

λ(Xn,ε)λ(S) + (1− λ(Xn,ε))ελ(S) = (λ(Xn,ε)(1− ε) + ε)λ(S).
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Z drugiej strony,∫
G

λ((xS) ∩ K)dx =

∫
Xn,ε

λ((xS) ∩ K)dx +

∫
G\Xn,ε

λ((xS) ∩ K)dx ≤

λ(Xn,ε)λ(S) + (1− λ(Xn,ε))ελ(S) = (λ(Xn,ε)(1− ε) + ε)λ(S).

Filip Strobin
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St¡d i wobec tego »e λ(S) > 0, dostajemy

λ(Xn,ε) ≥ 1

2
λ(K),

wiec z ci¡gªo±ci miary otryzmujemy sprzeczno±¢:

λ

⋂
n∈N

⋃
k≥n

Xn,ε

 ≥ 1

2
λ(K) > 0.
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