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X - przestrze« metryczna, ~f = {fn : X → R, n ∈ N} = (fn)n

L(~f ) = {x ∈ X : (fn(x)) jest zbie»ny}

Hahn [4, 1919], Sierpi«ski [5, 1921]

Podzbiór A przestrzeni polskiej X jest typu Fσδ(X ) wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje ci¡g ~f = (fn)n funkcji ci¡gªych fn : X → R taki,

»e A = L(~f ).
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L−∞(~f ) = {x ∈ X : lim fn(x) = −∞};
L+∞(~f ) = {x ∈ X : lim fn(x) = +∞};

Lipi«ski [1, 1961]

Dla dowolnych zbiorów L1, L2 ⊂ R typu Fσδ rozdzielonych przez
zbiory typu Fσ istnieje ci¡g {fn : n ∈ N} ⊂ RR funkcji ci¡gªych
taki, »e L1 = L+∞ ({fn : n ∈ N}) i L2 = L−∞ ({fn : n ∈ N}).
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Lunina [3, 1975]

E1(~f ) = {x ∈ X : (fn(x)) jest zbie»ny};
E2(~f ) = {x ∈ X : lim fn(x) = −∞};
E3(~f ) = {x ∈ X : lim fn(x) = +∞};
E4(~f ) = {x ∈ X : −∞ < lim fn(x) < lim fn(x) < +∞};
E5(~f ) = {x ∈ X : −∞ = lim fn(x) < lim fn(x) < +∞};
E6(~f ) = {x ∈ X : −∞ < lim fn(x) < lim fn(x) = +∞};
E7(~f ) = {x ∈ X : −∞ = lim fn(x) & lim fn(x) = +∞}.
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Lunina [3, 1975]

E1(~f ) = {x ∈ X : (fn(x)) jest zbie»ny};
E2(~f ) = {x ∈ X : lim fn(x) = −∞};
E3(~f ) = {x ∈ X : lim fn(x) = +∞};
E4(~f ) = {x ∈ X : −∞ < lim fn(x) < lim fn(x) < +∞};
E5(~f ) = {x ∈ X : −∞ = lim fn(x) < lim fn(x) < +∞};
E6(~f ) = {x ∈ X : −∞ < lim fn(x) < lim fn(x) = +∞};
E7(~f ) = {x ∈ X : −∞ = lim fn(x) & lim fn(x) = +∞}.

Twierdzenie
Niech E1, . . .E7 b¦d¡ podzbiorami przestrzeni metrycznej X . Wówczas
istnieje ci¡g ~f ⊂ C(X ) taki, »e E i (~f ) = E i dla i = 1, . . . , 7, wtedy i tylko
wtedy, gdy speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

1. zbiory E1, . . . ,E7 tworz¡ partycj¦ przestrzeni X ;

2. zbiory E1,E2,E3 s¡ typu Fσδ(X );

3. sumy zbiorów E3 ∪ E5 ∪ E7 oraz E2 ∪ E6 ∪ E7 s¡ typu Gδ(X ).
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F(X ) ⊂ RX

L(F(X )) = {L(~f ) : ~f ⊂ F(X )};
L+∞(F(X )) = {L+∞(~f ) : ~f ⊂ F(X )};
L−∞(F(X )) = {L−∞(~f ) : ~f ⊂ F(X )}.

J. Wesoªowska, PhD

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Wówczas
L(B1(X )) = L+∞(B1(X )) = L−∞(B1(X )) = Gδσδ(X ).

Uwaga

Niech ~f = (fn)n. Wówczas

L(~f ) =
⋂

m∈N
⋃

k∈N
⋂

n∈N{x ∈ X : |fn+k(x)− fn(x)| 6 1

m};
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Funkcje o domkni¦tym wykresie

B(~f ): zbiór wszystkich punktów x ∈ X dla których ci¡g (fn(x))n
jest ograniczony

Ograniczono±¢

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡. Je±li ~f ⊂ RX jest
ci¡giem funkcji o domkni¦tym wykresie, to B(~f ) ∈ Fσ(X ).

Zbie»no±¢

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡. Je»eli ~f ⊂ RX jest
ci¡giem funkcji o domkni¦tym wykresie, to L(~f ) ∈ Fσδ(X ).
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Twierdzenie

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Dla dowolnych zbiorów
A,B ⊂ X takich, »e A ⊂ B, nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. A ∈ Fσδ(X ), B ∈ Fσ(X );

2. Istnieje ci¡g ~f = (fn)n funkcji ci¡gªych taki, »e A = L(~f ) oraz

B = B(~f );

3. Istnieje ci¡g funkcji ~f = (fn)n o domkni¦tym wykresie taki, »e

A = L(~f ) oraz B = B(~f ).
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Uwaga

L∞(~f ) =
⋂

m∈N
⋃

k∈N
⋂

n>k [fn > m]

Rozbie»no±¢

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ normaln¡. Je±li ~f = (fn)n jest ci¡giem

funkcji o domkni¦tym wykresie, to L∞(~f ) ∈ Gδσδ(X ).

Uwaga

Istnieje ci¡g ~f = (fn)n funkcji o domkni¦tym wykresie fn : R→ R
taki, »e L∞(~f ) ∈ Gδσ \ Fσδ.

Problem

Czy prawdziwa jest równo±¢ L∞(U(R)) = Gδσδ(R)?
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Uwaga

L∞(~f ) =
⋂

m∈N
⋃

k∈N
⋂

n>k [fn > m]

Rozbie»no±¢

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ normaln¡. Je±li ~f = (fn)n jest ci¡giem

funkcji o domkni¦tym wykresie, to L∞(~f ) ∈ Gδσδ(X ).

Uwaga

Istnieje ci¡g ~f = (fn)n funkcji o domkni¦tym wykresie fn : R→ R
taki, »e L∞(~f ) ∈ Gδσ \ Fσδ.

Problem

Czy prawdziwa jest równo±¢ L∞(U(R)) = Gδσδ(R)?
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E1

I(
~f ) = {x : (fn(x)) is I-zbie»ny};

E2

I(
~f ) = {x : I − lim fn(x) = −∞};

E3

I(
~f ) = {x : I − lim fn(x) = +∞};

E4

I(
~f ) = {x : −∞ < I − lim fn(x) < I − lim fn(x) < +∞};

E5

I(
~f ) = {x : −∞ = I − lim fn(x) < I − lim fn(x) < +∞};

E6

I(
~f ) = {x : −∞ < I − lim fn(x) < I − lim fn(x) = +∞};

E7

I(
~f ) = {x : −∞ = I − lim fn(x) & I − lim fn(x) = +∞}.

Twierdzenie
Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ oraz niech I b¦dzie ideaªem typu Fσ .
Wówczas dla ci¡gu zbiorów E1, . . . ,E7 ⊂ X nast¦puj¡ce warunki s¡
równowa»ne:

1. istnieje ci¡g ~f ⊂ C(X ) taki, »e E i (~f ) = E i dla i = 1, . . . , 7;

2. istnieje ci¡g ~f ⊂ C(X ) taki, »e E i
I(

~f ) = E i dla i = 1, . . . , 7.
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punkty ideaªowej ograniczono±ci

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ oraz niech I b¦dzie
ideaªem typu Fσ. Je±li ~f ⊂ RX jest ci¡giem funkcji o domkni¦tym
wykresie, to BI(~f ) ∈ Fσ(X ).

punkty ideaªowej zbie»no±ci

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ oraz niech I bedzie
ideaªem typu Fσ. Je±li ~f ⊂ RX jest ci¡giem funkcji o domkni¦tym
wykresie, to LI(~f ) ∈ Fσδ(X ).
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Twierdzenie

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ oraz niech I b¦dzie
ideaªem typu Fσ. Dla ka»dej pary zbiorów A,B ⊂ X takich, »e
A ⊂ B nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. A ∈ Fσδ(X ), B ∈ Fσ(X );

2. Istnieje ci¡g ~f ⊂ RX funkcji ci¡gªych taki, »e A = LI(~f ) oraz

B = BI(~f );

3. Istnieje ci¡g ~f ⊂ RX funkcji o domkni¦tym wykresie taki, »e
A = LI(~f ) oraz B = BI(~f ).

Problem

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ oraz niech I b¦dzie
ideaªem typu Fσ. Scharakteryzowa¢ siódemki 〈E 1

I(
~f ), . . . ,E 7

I(
~f )〉

dla ci¡gów ~f ⊂ U(X ).
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Grande [3, 2000]

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡. Wówczas
punktowa granica ci¡gu funkcji o domkni¦tym wykresie jest
funkcj¡ z pierwszej klasy Baire'a.

Lemat

Niech (fn)n b¦dzie ci¡giem funkcji fn : X → R o domkni¦tym
wykresie okre±lonych na przestrzeni topologicznej X oraz niech
fn → f . Wówczas f jest funkcj¡ z pierwszej klasy Borela.

Wniosek

Niech X b¦dzie doskonale normaln¡ przestrzeni¡ topologiczn¡.
Wówczas LIM(U(X )) = B1(X ).
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Granice ideaªowe ci¡gów funkcji o domkni¦tym wykresie

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ oraz niech I b¦dzie
ideaªem takim, »e �ltr dualny I? jest ω-diagonalizowalny przez
rodzin¦ I?-zbiorów uniwersalnych. Je»eli (fn)n jest ci¡giem funkcji
fn : X → R o domkni¦tym wykresie oraz I − limnfn = f , to f jest
funkcj¡ z pierwszej klasy Borela.

Filipów, Szuca [2, 2012]

Niech X b¦dzie doskonale normalna. Je»eli I jest ideaªem takim,
»e �ltr dualny I? jest ω-diagonalizowalny przez rodzin¦ I?-zbiorów
uniwersalnych, to I − LIM(C(X )) = B1(X ).

Wniosek

Niech X b¦dzie doskonale normalna oraz niech I b¦dzie ideaªem
takim, »e �ltr dualny I? jest ω-diagonalizowalny przez rodzin¦
I?-zbiorów uniwersalnych. Wówczas
I − LIM(U(X )) = I − LIM(C(X )) = B1(X ).
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦ :-)
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