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Definicja ideatu sq
A € P(R) nalezy do ideatu sy wtedy i tylko wtedy, gdy

(VP € Perf(R))(3Q € Perf(R)) QCPAQNA=.

Definicja s-mierzalnosci
A € P(R) jest s-mierzalny wtedy i tylko wtedy, gdy

(VP € Perf(R))(3Q € Perf(R)) QCPA(QCAVRNA=).
Perf(R) oznacza rodzine niepustych doskonatych podzbioréw R.
[§ Marczewski (Szpilrajn) E., Sur une classe de fonctions

de W. Sierpinski et la classe correspondante
d’ensembles, Fund. Math. 24 (1935), 17-34.




Definicje drzew
Drzewo T C w<%“ nazywamy

» drzewem Sacksa lub drzewem doskonatym jesli dla dowolnego
t € T istnieje takis € T, ze t C s oraz
Hnew: sTne T} >2

» drzewem Lavera jesli istnieje pien s € T oraz dla kazdego
t € T jesli s C t, to t rozszczepia sie nieskonczenie, i.e.
{n€w: s7ne T} jest nieskorczony.

» zupetnym drzewem Lavera jesli dowolne t € T rozszczepia sie
nieskonczenie.

» drzewem Millera jesli istnieje pien s € T oraz dla kazdego
t € T jesli s C t, to istnieje takie t/, ze t C t/ oraz t/
rozszczepia sie nieskonczenie.



v

S - rodzina wszystkich drzew Sacksa.
L - rodzina wszystkich drzew Lavera.
CL - rodzina wszystkich zupetnych drzew Lavera.

M - rodzina wszystkich drzew Millera.

CLCLCMCS



> S - rodzina wszystkich drzew Sacksa.

» L - rodzina wszystkich drzew Lavera.

v

CL - rodzina wszystkich zupetnych drzew Lavera.

» M - rodzina wszystkich drzew Millera.

CLCLCMCS

Niech T C w<¥ bedzie drzewem.

[T]={xew’: (Vnew)x|[ne T}



Definicja
Let T be a family of trees.
> (drzewiasty ideat t9) A € P(w®) nalezy do ty jesli

(VPeT)(FQReT)QRCPA[QINA=.
» (t-mierzalnos¢) A € P(w®) jest t-mierzalny jesli

(VPeT)3QeT)QCPA([QICAVIQINA=0).



Definicja
Let T be a family of trees.
> (drzewiasty ideat t9) A € P(w®) nalezy do ty jesli

(VPeT)(FQReT)QRCPA[QINA=.
» (t-mierzalnos¢) A € P(w®) jest t-mierzalny jesli

(VPeT)3QeT)QCPA([QICAVIQINA=0).

Uwaga

» Rodziny sg, lp, mg stanowia o-ideaty.

» Rodzina cly nie jest o-ideatem.



Twierdzenie Brendle
Jesli o, jo € {s0, lo, Mo} oraz io # jo, to io Z jo.

Brendle J., Strolling trough paradise, Fund. Math. 148
(1995), 1-25.

u]
o)
1
n
it

DA



Jak zrobi¢ A € iy \ jo?

» Znalez¢ gesta rodzine {/, : a < ¢} CL

» Dla dowolnego J € J znalez¢ obiekt O, C [J] tak, by
0\ Upealla] # 0 dla dowolnego A, |A| < .

> (w praktyce) Oy N [l,] maty.



Jak zrobi¢ A € iy \ jo?

» Znalez¢ gesta rodzine {/, : a < ¢} CL

» Dla dowolnego J € J znalez¢ obiekt O, C [J] tak, by
0\ Upealla] # 0 dla dowolnego A, |A| < .

> (w praktyce) Oy N [l,] maty.

Dalej indukgja...

> Xo € OJa \U{Sa[lf] - [JOé] \ Ugga[lf]-
» A= {xy 1 <c}.



Zaleznosci tatwe
clo Z (lhUmgUsp), bo CLCLCMCS



Zaleznosci tatwe
clo Z (hUmoUsp), boCLCLCMCS

Zaleznosci mniej tatwe

> mo Q C/o.
> 5o Z C/o.
> /0 g C/O?

Whioski

Istnieje zbiér m-niemierzalny, ktéry jest s-mierzalny.



Definicja Z-zbioru tuzina
Niech Z C P(w*) bedzie o-ideatem. L C w® jest Z-zbiorem tuzina,
jesli

(VX e)(IX L <|L])

Twierdzenie Wohofskiego
Nie istnieje so-zbiér tuzina.

ﬁ Wohofsky W., There are no large sets which can be
translated away from every Marczewski null set,
WS2016 Hejnice,
http://www.winterschool.eu/files/937. ..




Fact
» Nie istnieje lp-zbiér tuzina.
» Nie istnieje clp-zbiér tuzina.

» Nie istnieje mp-zbiér tuzina.



Fact
» Nie istnieje lp-zbiér tuzina.
» Nie istnieje clp-zbiér tuzina.

» Nie istnieje mp-zbiér tuzina.

Dowdd, przypadek

Dla dowolnego X mocy ¢ istnieje taki A C X, ze A € [y oraz
|A| = c.



(VX)(IX] = ¢ = (A S X)(A € o, A[A] = ¢))

» X ¢ Iy, zatem istnieje takie L € I, ze |[L] N X| =¢.

» Ustalmy maksymalny antytancuch {L,, : o < ¢} drzew Lavera
zawartych w L czyniacy zados¢ warunkowi |[Ly] N X| = c.

> Znajdujemy a, € X'\ Ug,[Lal.
» A={a,: a<c}.



Definicja
Niech A C w¥.

> A jest zbiorem funkgji w koncu réznych (e.d.), jesli
(Vf,g € A)Ff # g — (Y n)(f(n) # &(n))).



Definicja
Niech A C w¥.
> A jest zbiorem funkcji w koncu réznych (e.d.), jesli
(Vf,g € A)(f # g — (Vv>n)(f(n) # g(n))).
» A jest maksymalnym zbiorem funkcji w kohcu réznych

(m.e.d.), jesli A jest maksymalnym w sensie inkluzji zbiorem
ed.



Definicja
Niech A C w¥.

> A jest zbiorem funkcji w koncu réznych (e.d.), jesli
(Vf, g € A)f # g — (V°n)(f(n) # g(n))).

» A jest maksymalnym zbiorem funkcji w kohcu réznych
(m.e.d.), jesli A jest maksymalnym w sensie inkluzji zbiorem
ed.

> A jest rodzina dominujaca, jesli
(Vf)(3a € A)(Y>®°n)(f(n) < a(n)).



Twierdzenie Ratowskiego

Zatézmy, ze 0 = wi. Wtedy istnieje m.e.d. zbiér A C w®, ktéry jest
s-niemierzalny oraz zawiera rodzine dominujaca A’ € [A]“1.
s-niemierzealno$¢ mozna zastapi¢ /-niemierzalnoscia,
cl-mniemierzalnoscia lub m-niemierzalnoscia.

[@ Rafowski R., Families of sets with nonmeasurable unions
with respect to ideals defined by trees, Arch. Math.
Logic 54 (2015), 649-658.

ﬁ Ratowski R., Dominating m.a.d. families in Baire space,
RIMS Kékyitiroku No.1949 (2015), pp. 73-80.



Twierdzenie Ratowskiego

Zatozmy, ze 0 = wy. Wtedy istnieje m.e.d. zbiér A C w®, ktory jest
s-niemierzalny oraz zawiera rodzine dominujaca A’ € [A]“1.
s-niemierzealno$¢ mozna zastapi¢ /-niemierzalnoscia,
cl-mniemierzalnoscia lub m-niemierzalnoscia.

Twierdzenie Ratowskiego

Jest relatywnie niesprzeczne z ZFC, ze w; < 0 oraz istnieje m.e.d
zbiér A C w®, ktéry jest cl-niemierzalny oraz zawiera rodzine
dominujacg A’ € A°.

@ Ratowski R., Families of sets with nonmeasurable unions
with respect to ideals defined by trees, Arch. Math.
Logic 54 (2015), 649-658.

@ Ratowski R., Dominating m.a.d. families in Baire space,
RIMS Kaékytroku No.1949 (2015), pp. 73-80.



Wyciag z dowodu
Startujemy z V' |= GCH. Bierzemy zupetne drzewo Lavera
T C w<¥, dla ktérego [T] jest e.d..
Definiujemy forcing (Qt, <):
p = (Xp, S5, 55, Fp) € Qr jesli

> Xp € WY,

> s5.sp
> Fp € [w¥],

Dla t € w<¥ oraz niepustego skofnczonego drzewar C w<¥

t[T:U{SGT:sgt}

niepuste skonczone poddrzewa T,



Wyciag z dowodu... definicja porzadku

Niech p = (xp,sg,sf,’,]:p) € Qr oraz g = (xq,sg,sg,}"q) € Qr.
p < q jesli

1. xq CxpAs§ Cs§Asb CsbnFqCFp,

L (Vtess) x, Nt C(t]s§)Uxq,

. (Yh € Fq)(Vt € dom(xp) \ dom(xq)) h(t) < xp(t).
S (Vhe Fg)(vtesh) tnh=(t[sb)nh,

. (Vhe F)(Vtess)tnh=(t]s§)Nh

gk~ W N



Twierdzenie
Istnieje m.e.d. zbiér A C w®, ktéry jest jednoczesnie s-, /-,
m-niemierzalny oraz zawiera rodzine dominujaca A’ € [A]°.



Twierdzenie
Istnieje m.e.d. zbiér A C w®, ktéry jest jednoczesnie s-, /-,
m-niemierzalny oraz zawiera rodzine dominujaca A’ € [A]°.

Dowdd

> Istnieje e.d. dominujaca rodzina D C (4N)“, |D| =d.
> Wybierzmy e.d. drzewa

» SC(4N+1)<¥, Ses,

» M C (4N+2)<¥ MeM,

» LC(4N+3)<¥ LelL.



Dowéd...
Niech

» S(S) ={Sa:a <c},

» M(M) ={M, :a <c},

» L(L)={Ly: a <c}
Dla a < ¢ zdefiniujemy

([ AS s s .m gm _m _l ! /
Wo = (aoc’ douXou aa ) da 7Xa 7aa7 da,Xa)

spetniajace warunki
1. a,d; € S,,
2. {ag:{<afn{di: {<a} =0,
3.{af:{<atU{x:{<a}jested,
4. ¥*°n x3(n) = d(n), ale x5 # d.
5 ...



Dowdd...
wo = (a5, ds,x5,am, d™ x4l d x!) spetniajace warunki

1.
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az,ds €S,
{ag:¢<afn{di:{<a} =0,

{af 1 {<afU{x :{<a}jested,
Vn x3(n) = d5(n), ale x5 # d.

am dm e M,

{af :&<apn{df: ¢ <a} =0,
{af" 1 E <t U{X: < a}jested,
V°n x7(n) = d'(n), ale xJ' # d[.
al,dl € L,
{aé:§<a}ﬂ{d€’:§<a}:@,

AafE<atU{x:E<a}jested,
- v*®nx!(n) = d.(n), ale x| # d..



Dowdd...
Wreszcie potézmy

As={a ra<ctU{x: a<c},

Am={al ra<cU{XT: a<c}

oraz
A={al ra<cuix a<cl.

Ostatecznie

A jest m.e.d. rodzing zawierajaca D U As U A, U A).



Dziekuje za uwage!
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