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X - przestrzen polska, | C Z7(X) rodzina zbioréw taka ze:
@ [ is o-ideat z baza borelowska,
o | zawiera wszystkie singletony,

wtedy (X, /) - ideatowa przestrzen polska
B.(1) = Borel(X) \ | zbiory borelowskie /-dodatnie na X,
Perf (X) zbiory doskonate na X.
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Wspétczynniki kardynalne

Niech (X, /) - ideatowa przestrzen polska, .% C I, wtedy

cov(F) = min{||: o C ]-'/\Uﬂ% = X}
covp(F) =min{||: o CFAN(IB € BJF(I))UM = B}
cof (1) = min{|B|: B INNA€l)(IBecAB)AC B}
Cof (1) = min{|B| : Z C BL(I)\(VA € B+(1))(3B € #)(B C A)}
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A o-ideat zbioréw miary zero na R (ewentualnie [0, 1], 2¥)
M o-ideat zbioréw meager w X

cov(M) = covy( M), cov(N) = covy(N).
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A o-ideat zbioréw miary zero na R (ewentualnie [0, 1], 2¥)
M o-ideat zbiorébw meager w X

cov(M) = covy( M), cov(N) = covy(N).

Twierdzenie (Cichon-Kamburelis-Pawlikowski)

Jezeli | jest c.c.c. o-ideatem z baza borelowska na X, to
cof (1) = Cof (1)

J. Cichon, A. Kamburelis, J. Pawlikowski, On dense subsets of the measure algebra, PAMS, Vol. 84, No 1, 1985, p.
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Catkowita [-niemierzalnosé

(X, 1) - ideatowa przestrzen polska. Zbiér A C X jest catkowicie
[-niemierzalny w X jesli

(VB eBL(I)) ANB#DAANB 0.
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Catkowita [-niemierzalnosé

(X, 1) - ideatowa przestrzen polska. Zbiér A C X jest catkowicie
[-niemierzalny w X jesli

(VB eBL(I)) ANB#DAANB 0.

e A C X jest catkowicie [X]S“-niemierzalny jesli A jest zbiorem
Bernsteina w X,

e A C [0,1] jest catkowicie .4 -niemierzalny jesli A,(A) =0 i
A*(B) =1,

@ A C X jest catkowicie .#-niemierzalny wtedy i tylko wtedy
gdy jesli ) # U C X wtedy AN U nie ma wiasnosci Baire'a.
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J. Cichon, M. Morayne, RR, Cz. Ryll-Nardzewski, Sz.
Zeberski

Twierdzenie (1)

Niech (X, 1) bedzie ideatowa przestrzenia polska. Niech A C |
bedzie rodzing taka, ze:

Q X\UAe€l,

Q@ (WxeX)(UAc A: xe A} el),

Q cov({U{Ae A: xe A} x e X}) > Cof(l).

To wtedy istnieje taka podrodzina A’ C A, ze |J A’ jest catkowicie
I-niemierzalng w X.

J. Cichoni, M. Morayne, R. Ratowski, Cz. Ryll-Nardzewski, Sz. Zeberski, On nonmeasurable unions, Topology and

its Applications, 154 (2007), pp.884-893,
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Rodziny regularne

Twierdzenie (RR and Sz. Zeberski)

(X, 1) ideatowa przestrzen polska, Y przestrzen polska, | jest
c.c.c.. Niech F C X x Y analityczna relacja taka, ze:

QO X\{xeX: @yeY)(xy)eF)}el,
Q@ (WeY)({xeX: (x,y)eF}el),

Q@ (W xeX)({yeY: (x,y) € F}| <Rp).
To istnieje Z C Y taki, ze

FlZl={xeX: 3ye2):(x,y) € F}

jest catkowicie |-niemierzalny w X.

Rafowski, R., Zeberski, Sz., Complete nonmeasurability in regular families. Houston Journal of Mathematics, Vol.

34 No. 3 (2008), 773-780.
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Rodzina F = {FY : y € Y} - jest punktowo skorczona z (3).

(VB € Bor(X)\I)BC [\ JFli = {A€F: BNA#D} =c.

Dowéd. (B x Y)NF C X x Y jest analityczny, stad

W =mny[(B x Y)N F] tez. Wiec |W| € {Ro, c}.

Gdyby |W| =Ry, to z (2) mamy J{A€e F: ANB#0} €, co
Jest niemozliwe wobec (1). [
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Niech D C X, to |D[; jest maksymalny (mod /) zbiér borelowski
zawarty w D. [ jest c.c.c., wiec | D[, istnieje.
Utwérzmy {As C F : £ < v} taki ze:

) |.A§| <,

° “45 C ‘7:\U7]<EA77’

o JUA¢[s jest maksymalny w

{]UA[/: ACFN\ (Uyee Ap) NAl < c}
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Poniewaz {As C F : { < 7} jest taka, ze dla dowolnego & <~y
o |A¢| <o,
o A: CF\Ujee An,
o |UA¢[s jest maksymalny element w
lual: Ac 7\ U A 1Al <o
Witedy
o jeslin < & to |UAel € JUA

@ F jest punktowo skoriczona, to A, [,= 0.
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Niech Fo = F \ Upew An. Poniewaz na mocy Claimu mamy
(B € Bor(X)\ 1) BC [ JF]) = |[{Ac F: BNA£D} =c,

to wtedy

o [UFoi=[UF]si
o (VB € Bor(X)\ I)(VAC Fo) BCUA — |A| = ¢
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Ponumerujmy
{B2:¢ <} ={BeBor(X)\I: BC[UF]\IUFoli}i
{Bf :¢ < ¢} ={BeBor(X)\I: BC]UFl}
Niech {(FQ,F},d¢) € F x Fx]UFols: & < ¢}
° Fg N Bg #0,
° Ffl N B€1 #0,
o dg € Bgl,
o {d,:n<&tn Un<§(F,? U F,}) = 0.
Niech ' = {Fg < ctU {Fg1 1€ < ¢}, to |JF' jest catkowicie
[-niemierzalny w [UJ F];.
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Rodziny regularne

Twierdzenie (RR and Sz. Zeberski)

Niech (X, 1) ideatowa przestrzen polska, ponadto | spetnia
warunek:

(VB € Bor(X)\ 1)(3P € Perf(X)\ I)(P C B).
Niech A C | bedzie partycja X taka ze
(VP € Perf(X)) (| J{A € A: ANF # 0} € Bor(X)).

To istnieje podrodzina A’ C A taka, ze |J A’ jest catkowicie
I-niemierzalnym podzbiorem X.

Ratowski, R., Zeberski, Sz., Complete nonmeasurability in regular families. Houston Journal of Mathematics, Vol.

34 No. 3 (2008), 773-780.
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Przesuniecia matych zbioréw

Twierdzenie

Niech P C R bedzie zbiorem miary Lebesgue'a zero, takim ze
{xeR: | J{t+P: xet+Pt¢ N} eN.

To istnieje T C R taki ze T + P jest catkowicie ./ -niemierzalny.
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Dla t € R niech Z; = U{x + P : t € x + P}. Oczywiscie, z
zatozenia Z; € 4. Niech

Z=J{{t} xZ:: teR}.
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Claim. Z jest miary zero na R?

Zauwazmy, ze dla dowolnego t € R mamy

t+Zo=t+|(J{x+P: 0ex+P}
= J{(t+x)+P: 0ex+P}
= {t+x)+P: te(t+x)+P}
=\Jiy+P: tey+P}=2.

R? > (t,5) = ¢(t,s) = (t, t +s) € R? jest homeomorfizmem

Wilog Zy € 4 jest zbiorem Gs, wtedy Z = o[R x Zy] jest Gs na R?
Poniewaz Z jest Gs i Z; € .4 dla dowolnego t € R, to z
twierdzenia Fubiniego Z jest miary zero w R?.
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Claim. covy({P+t: teR})=c¢

Dowdéd.

Niech B € Bor(R) \ .4/, to Zg = B?> N Z jest miary zero na R?.
Z twierdzenia Mycielskiego, istnieje zbiér doskonaty @ C B taki, ze

@\ {(x,x): x eR} C B%\ Z.
Wtedy
(Vs,s' € Q)(s#5 — (s,8) ¢ Z — s ¢ Z)

astad covy({P+t: teR})=c¢
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Niech Bor(R)\ A" = {B¢ : { < c},
Zbudujmy ciag pozaskonczony {(tg, d¢) : £ < ¢} taki ze dla
dowolnego & < ¢ mamy:

Q (te+P)NB: #0,
Q (te+P)N{dy:n<& =0,
@ d € B\ Uyee(ty + P).
Zatézmy, ze mamy juz cigg dtugosci a < ¢. Zauwazmy ze

To={teR: (t+P)NB, #0}D{teR: t+x0 € By}
= —x0+ By € Bor(R) \ A

dla pewnego ustalonego elementu xp € P.
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Z Claimu mamy
covp({t —P:teR})=covp({t+P:teR})=c

Wiec jest t € R dla ktérego mamy

teTo\ (J(de—P).
{<a

Niech t, =tid, € By \ Ugga(fg + P). Kostrukcja w kroku o < ¢
jest zakonczona.

Biorac T = {t¢ : £ < ¢}, mamy T + P jest catkowicie

A -niemierzalny w R. |
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Dziekuje za uwage
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