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Rozwazmy przestrzeh Hausdorffa X.

Definicja

Podzbiér domkniety i przeliczalny S C X nazywamy nietrywialnym
ciaggiem zbieznym w X, jesli S = {x,: n € N} U {limx,} dla
pewnego réznowartosciowego ciagu (x,)nen zbieznego do

lim x, \ {xm: m € N}. Zbiér takich ciagdw oznaczamy Sc(X).

Poniewaz ciagi nietrywialne sg zwarte, to w Sc(X) mozemy
wrowadzi¢ topologie Vietorisa dziedziczong z przestrzeni K(X)
wszystkich zbioréw zwartych. Zbiory postaci < Vi,...,V, >:=

{SESC(X):SCU\/,-orazSﬂ\/,-;é@dIa1<i<n},
i=1

dla zbioréw Vi,..., V, otwartych w X, n € N, stanowig baze
przestrzeni Sc(X).
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Postawienie problemu

W pracy S. Garcia-Ferreira, Y.F. Ortiz-Castillo, The hyperspace of
convergent sequences, Topology Appl. 196 (2015), 795-804.,
autorzy stawiaja nastepujacy problem.

Pytanie

Czy dla kazdej przestrzeni metrycznej X w sobie gestej, przestrzen
Sc(X) jest pierwszej kategorii Baire'a (w sobie)?

Przestrzen topologiczna X jest w sobie gesta, gdy nie posiada
punktéw izolowanych.
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Niech Gy, ..., Cx beda niepustymi, domknietymi, parami
roztacznymi podzbiorami przestrzeni Hausdorffa X oraz
k,me N,1<i<m. Oznaczmy N;(m,{C;: j < k}) =

k
{SESC(X):SCUCjorazl<\5ﬂC/]<md|a/<k, I;éi}

j=1
oraz Ni(m, {C;: j < k}) := Ul y Ni(m,{C;: j < k}). (Zatem jedli
Se N (m{C:j<k}) to|SNC|=w.)

Lemat 1 (Garcia-Ferreira, Ortiz-Castillo)

Niech X bedzie Hausdorffa i w sobie gesta. Wowczas zbiory
Ni(m,{C;: j < k}) sa nigdziegeste.
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Lemat 2 (Garcia-Ferreira, Ortiz-Castillo)

Niech X bedzie Hausdorffa i w sobie gesta. Niech Ci, C; beda
niepustymi, domknietymi i roztacznymi podzbiorami X. Wéwczas
zbidr < Int(Cy), Int(Ca) > jest pierwszej kategorii w Sc(X).

Twierdzenie (Banacha o kategorii)

Dowolna suma zbioréw otwartych pierwszej kategorii jest pierwszej
kategorii.
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Ku odpowiedzi

Lemat 3

Niech X bedzie Hausdorffa oraz S € S.(X). Istnieja takie otoczenie
Vs punktu lim x, oraz otoczenia V,, punktéw x,, n € N,ze

VinV,=0dlan >2 oraz VN Vs =0.

Dowdéd.

Z warunku Hausdorffa, istnieja otoczenia V7, Vs punktéw xi, lim x;,
spetniajace V] N Vs = 0. Zbiér M :={m > 2: x;y ¢ Vs} jest
skonczony. Dla kazdego m € M istniejq takie otoczenia Vi m, Vi
punktéw xi, Xm, z& V4 m N Vi, = 0. Przekrdj skoriczony

Vii= V] N Nmem Vi,m spetnia warunek: Vi NV, =0 dla me M.
Wystarcza przyjaé¢ Vi = Vs dla k € MU {1}. Ol
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Ku odpowiedzi

Lemat 4
Niech X bedzie regularna oraz S € S.(X). Istnieja takie niepuste,

roztaczne, domkniete zbiory Cy, Co C X, ze
Se<Int(G),Int(G) > .

Dowdéd.

Niech Vs, V,,, n € N beda jak w poprzednim lemacie. Poniewaz
Vin(VsUUpsa Vi) =0, wiec Vinc(VsUUpso Vi) = 0. Z
warunku regularnosci, wybierzmy otoczenie W; punktu xg
spetniajace: cl(W;) C V4. Przyjmijmy

G :=cl(W1), G = cl(Vs UU,>2 Vi) Oczywidcie zbiory te sa
niepuste, rozfaczne i domkniete. Ponadto, x; € W; C Int((y) oraz
{xn:n 22 U{limxp} CUpsp VU Vs CInt(Gy). Zatem

Se< |nt(C1), |nt(C2) > . L]
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Twierdzenie

Twierdzenie

Niech X bedzie regularna oraz w sobie gesta. Wéwczas Sc(X) jest
pierwsze]j kategorii.

Niech S € 5.(X). Rozwazmy otoczenie S w Sc(X) jak w Lemacie
4. Z Lematu 2 otoczenie to jest pierwszej kategorii. Z twierdzenia
Banacha o kategorii, Sc(X) jest pierwszej kategorii. O

Michat Poptawski Kategoria Baire'a przestrzeni nietrywialnych ciagéw zbieznych



Garcia-Ferreira, Ortiz-Castillo stawiajg réwniez nastepujace
problemy:

Problem
Czy Sc(w1) jest pierwszej kategorii? \

Przestrzeh wy posiada nieskonczenie wiele punktéw izolowanych.

Problem
Czy 5.(Q) oraz S.(R\ Q) sa homeomorficzne? ’

Obie przestrzenie s3 zerowymiarowe, Hausdorffa oraz w kazdym
otoczeniu kazdego punktu jest ¢ wiele punktow.
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Podsumowanie

Dziekuje za uwage! )
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