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Wprowadzenie

Zbiór osi¡galny

A(xn) = {
∑∞

n=1
εnxn : (εn) ∈ {0, 1}N}

Sum range

SR(xn) = {
∑∞

n=1
xσ(n) : σ ∈ S∞}

Zwi¡zek pomi¦dzy sum range, a zbiorem osi¡galnym

Niech
∑∞

n=1
xn b¦dzie szeregiem warunkowo zbie»nym w

przestrzeni Banacha X . Wówczas SR(xn) ⊂ A(xn).

Lemat

SR(xn) = R2 wtedy i tylko wtedy gdy A(xn) = R2.
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Ale to ju» byªo...

Czym mo»e by¢ zbiór osi¡galny ?

Dla szeregów warunkowo zbie»nych na pªaszczy¹nie zbiór
osi¡galny mo»e by¢ mi¦dzy innymi:

wykresem funkcji;

zbiorem, który nie jest ani typu Fσ ani Gδ;

zbiorem g¦stym o pustym wn¦trzu;

zbiorem otwartym nie b¦d¡cym pªaszczyzn¡;

Jacek Marchwicki (praca wspólna z Szymonem Gª¡bem) Twierdzenie Levy-Steiniza i zbiory osi¡galne szeregów warunkowo zbie»nych



Ale to ju» byªo...

Czym mo»e by¢ zbiór osi¡galny ?

Dla szeregów warunkowo zbie»nych na pªaszczy¹nie zbiór
osi¡galny mo»e by¢ mi¦dzy innymi:

wykresem funkcji;

zbiorem, który nie jest ani typu Fσ ani Gδ;

zbiorem g¦stym o pustym wn¦trzu;

zbiorem otwartym nie b¦d¡cym pªaszczyzn¡;

Jacek Marchwicki (praca wspólna z Szymonem Gª¡bem) Twierdzenie Levy-Steiniza i zbiory osi¡galne szeregów warunkowo zbie»nych



Ale to ju» byªo...

Czym mo»e by¢ zbiór osi¡galny ?

Dla szeregów warunkowo zbie»nych na pªaszczy¹nie zbiór
osi¡galny mo»e by¢ mi¦dzy innymi:

wykresem funkcji;

zbiorem, który nie jest ani typu Fσ ani Gδ;

zbiorem g¦stym o pustym wn¦trzu;

zbiorem otwartym nie b¦d¡cym pªaszczyzn¡;

Jacek Marchwicki (praca wspólna z Szymonem Gª¡bem) Twierdzenie Levy-Steiniza i zbiory osi¡galne szeregów warunkowo zbie»nych



Ale to ju» byªo...

Czym mo»e by¢ zbiór osi¡galny ?

Dla szeregów warunkowo zbie»nych na pªaszczy¹nie zbiór
osi¡galny mo»e by¢ mi¦dzy innymi:

wykresem funkcji;

zbiorem, który nie jest ani typu Fσ ani Gδ;

zbiorem g¦stym o pustym wn¦trzu;

zbiorem otwartym nie b¦d¡cym pªaszczyzn¡;

Jacek Marchwicki (praca wspólna z Szymonem Gª¡bem) Twierdzenie Levy-Steiniza i zbiory osi¡galne szeregów warunkowo zbie»nych



Ale to ju» byªo...

Czym mo»e by¢ zbiór osi¡galny ?

Dla szeregów warunkowo zbie»nych na pªaszczy¹nie zbiór
osi¡galny mo»e by¢ mi¦dzy innymi:

wykresem funkcji;

zbiorem, który nie jest ani typu Fσ ani Gδ;

zbiorem g¦stym o pustym wn¦trzu;

zbiorem otwartym nie b¦d¡cym pªaszczyzn¡;

Jacek Marchwicki (praca wspólna z Szymonem Gª¡bem) Twierdzenie Levy-Steiniza i zbiory osi¡galne szeregów warunkowo zbie»nych



Ale to ju» byªo...

Czym mo»e by¢ zbiór osi¡galny ?

Dla szeregów warunkowo zbie»nych na pªaszczy¹nie zbiór
osi¡galny mo»e by¢ mi¦dzy innymi:

wykresem funkcji;

zbiorem, który nie jest ani typu Fσ ani Gδ;

zbiorem g¦stym o pustym wn¦trzu;

zbiorem otwartym nie b¦d¡cym pªaszczyzn¡;

Jacek Marchwicki (praca wspólna z Szymonem Gª¡bem) Twierdzenie Levy-Steiniza i zbiory osi¡galne szeregów warunkowo zbie»nych



Wektory Leviego

De�nicja

Powiemy, »e u ∈ R2, ‖u‖ = 1jest wektorem Leviego dla szeregu
∑∞

n=1
vn

je»eli dla dowolnego ε > 0 mamy, »e
∑

vn∈Sε(u)
‖vn‖ =∞, gdzie

Sε(u) = {v : 〈u, v〉 ≥ (1− ε)‖u‖‖v‖}.

Fakt 1

Szereg bezwzgl¦dnie zbie»ny nie posiada wektorów Leviego.

Fakt 2

Szereg warunkowo zbie»ny posiada wektor Leviego na ka»dej domkni¦tej

póªsferze jednostkowej.

Wniosek

Szereg warunkowo zbie»ny posiada przynajmniej dwa wektory Leviego,

przy czym je»eli posiada dokªadnie dwa to s¡ one wzajemnie przeciwne.
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Przykªady

Jednowymiarowe sum-range i dwa wektory Leviego

Dla szeregów
∑∞

n=1
xn =

∑∞
n=1

( (−1)
n

n
, 0);∑∞

n=1
yn =

∑∞
n=1

( (−1)
n

n
, (−1)

n

n
) mamy odpowiednio

L(xn) = {(1, 0), (−1, 0)} oraz
L(xn) = {(1, 1), (−1,−1)}. Warto zauwa»y¢, »e
SR(xn) = span(L(xn)) +

∑∞
n=1

xn.

Dwuwymiarowe sum-range i dwa wektory Leviego

Dla
∑∞

n=1
( (−1)

n

n
, (−1)

n
√
n
) mamy L(xn) = {(0, 1), (0,−1)}

Mnóstwo wektorów Leviego

Niech z ∈ C, |z | = 1 b¦dzie takie, »e zn 6= 1 dla
dowolnego n ∈ N. Wtedy

∑∞
n=1

zn

n
jest warunkowo

zbie»ny oraz L(zn) = S(0, 1).
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Przykªady

Trzy wektory Leviego

Niech x3n−2 = (− 1

3n−2 ,−
1

3n−2), x3n−1 = ( 1

3n−1 , 0),

x3n = (0, 1

3n
) dla n ∈ N. Wtedy

L(xn) = {(−1,−1), (1, 0), (0, 1)}.
Niech x3n−2 = (− 1

3n−2 ,−
1√
3n−2), x3n−1 = ( 1

3n−1 , 0),

x3n = (0, 1√
3n
) dla n ∈ N. Wtedy

L(xn) = {(0,−1), (1, 0), (0, 1)}. W szczególno±ci
L(xn) ∩ {(x , y) : x < 0} = ∅.

Cztery wektory Leviego

x2n−1 = (0, (−1)
n

n
), x2n = ( (−1)

n

n
, 0) dla ka»dego n ∈ N.

Wtedy L(xn) = {(0,−1), (−1, 0), (0, 1), (1, 0)}.
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Przynajmniej trzy wektory Leviego

Lemat

Zaªó»my, »e szereg warunkowo zbie»ny
∑∞

n=1
xn posiada dwa

liniowo niezale»ne wektory Leviego u, v . Wtedy span+(u, v) ⊂
Aabs(xn) = {

∑∞
n=1

εnxn : (εn) ∈ {0, 1}N,
∑∞

n=1
εn‖xn‖ <∞}.

Twierdzenie

Zaªó»my, »e szereg warunkowo zbie»ny
∑∞

n=1
xn posiada

wektor Leviego na ka»dej otwartej póªsferze jednostkowej.
Wówczas Aabs(xn) = R2.

Twierdzenie
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Dwa wektory Leviego

Wªasno±¢ redukcji

Powiemy, »e szereg
∑∞

n=1
(xn, yn) posiada wªasno±¢ redukcji

gdy limn→∞
|yn|
|xn| =∞ oraz dla ka»dego ε > 0, x ∈ (−ε, ε),

N ∈ N istnieje sko«czony zbiór indeksów
A = {k1 < k2 < . . . < km} gdzie k1 ≥ N taki, »e
|
∑

n∈A xn − x | < ε
2
; max1≤j≤m |

∑j
n=1

xkn | < ε oraz

max1≤j≤m |
∑j

n=1
ykn | < ε.

Wªasno±ci

Zaªó»my, »e warunkowo zbie»ny szereg
∑∞

n=1
(xn, yn) posiada

wªasno±¢ redukcji. Wtedy:

SR(xn, yn) = R2

L(xn, yn) = {(0, 1), (0,−1)}
A(xn, yn) = R2
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Przykªadowa klasa szeregów o wªasno±ci redukcji

Konstrukcja

Niech (xn), (yn) b¦d¡ nierosn¡cymi ci¡gami liczb dodatnich

zbie»nymi do 0 oraz
∑∞

n=1
xn =

∑∞
n=1

yn =∞ i lim
n→∞

|yn|
|xn| =∞.

Zde�niujmy v4n−3 = (−x2n−1,−y2n−1), v4n−2 =
(−x2n−1, y2n−1), v4n−1 = (x2n, y2n), v4n = (x2n,−y2n) dla
ka»dego n ∈ N. Wtedy A(vn) = R2.

Przykªad

Niech v2n−1 = (x2n−1, y2n−1) = ( (−1)
n

n
, (−1)

n
√
n
),

v2n = (x2n, y2n) = ( (−1)
n

n
, (−1)

n+1
√
n

) dla n ∈ N. Wtedy

L(vn) = {(0, 1), (0,−1)}, SR(vn) = R2 oraz A(vn) = R2.
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Dwa wektory Leviego i Aabs(vn) 6= A(vn) 1

Lemat

Niech szereg
∑∞

n=1
yn b¦dzie warunkowo zbie»ny oraz

∑∞
n=1

xn
b¦dzie bezwzgl¦dnie zbie»ny, xn > 0 dla n ∈ N. Rozwa»my
vn = (xn, yn), wtedy

L(vn) = {(0, 1), (0,−1)}
SR(vn) = span(L(vn)) +

∑∞
n=1

vn∑∞
n=1

vn ∈ A(vn) \ Aabs(vn).

Przykªad

Niech vn = ( 1

2n
, (−1)

n

n
) dla n ∈ N. Wtedy

(1,− ln 2) ∈ A(vn) \ Aabs(vn).
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Dwa wektory Leviego i Aabs(vn) 6= A(vn) 2

Przykªad

Niech n0 = 0, nk = 4k
2
+ nk−1 dla k ∈ N. Zde�niujmy

xn =
1

4k
2 , yn =

1

2k
dla n ∈ (nk−1, nk ] oraz poªó»my

v4n−3 = (−x2n−1,−y2n−1), v4n−2 = (−x2n−1, y2n−1), v4n−1 =
(x2n, y2n), v4n = (x2n,−y2n) dla ka»dego n ∈ N. Wówczas

L(vn) = {(0, 1), (0,−1)}
SR(vn) = R2

A(vn) = R2

Aabs(vn) ∩ {13} × R = ∅, wi¦c Aabs(vn) 6= R2 .
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