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Zbior osiagalny

Alxn) = {32021 €nxn = (2n) € {0,117}
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Zbior osiagalny

Alxn) = {32021 €nxn = (2n) € {0,117}

Sum range

SR(xn) = {D -1 Xo(n) : 0 € S}
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Zbior osiagalny

Alxn) = {32021 €nxn = (2n) € {0,117}

v

Sum range

SR(xn) = {D -1 Xo(n) : 0 € S}

4

Zwiazek pomiedzy sum range, a zbiorem osiggalnym

Niech > x, bedzie szeregiem warunkowo zbieznym w

przestrzeni Banacha X. Wéwczas SR(x,) C A(x,).
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Whprowadzenie

Zbior osiagalny

Alxa) = {3521 enxn = (en) € {0,1}7}

Sum range

SR(xn) = {D -1 Xo(n) : 0 € S}

| \

Zwiazek pomiedzy sum range, a zbiorem osiggalnym

| A\

Niech > x, bedzie szeregiem warunkowo zbieznym w
przestrzeni Banacha X. Wéwczas SR(x,) C A(x,).

Lemat

SR(x,) = R? wtedy i tylko wtedy gdy A(x,) = R

A\
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Ale to juz byto...
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Ale to juz byto...

Czym moze by¢ zbiér osiggalny 7

Dla szeregéw warunkowo zbieznych na ptaszczyznie zbior
osiggalny moze by¢ miedzy innymi:
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Ale to juz byto...

Czym moze by¢ zbiér osiggalny 7

Dla szeregéw warunkowo zbieznych na ptaszczyznie zbior
osiggalny moze by¢ miedzy innymi:

o wykresem funkcji;
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Ale to juz byto...

Czym moze by¢ zbiér osiggalny 7

Dla szeregéw warunkowo zbieznych na ptaszczyznie zbior
osiggalny moze by¢ miedzy innymi:
o wykresem funkcji;

@ zbiorem, ktéry nie jest ani typu F, ani Gg;
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Ale to juz byto...

Dla szeregéw warunkowo zbieznych na ptaszczyznie zbior
osiggalny moze by¢ miedzy innymi:

o wykresem funkcji;

@ zbiorem, ktéry nie jest ani typu F, ani Gg;

@ zbiorem gestym o pustym wnetrzu;
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Ale to juz byto...

Dla szeregéw warunkowo zbieznych na ptaszczyznie zbior
osiggalny moze by¢ miedzy innymi:

o wykresem funkcji;

@ zbiorem, ktéry nie jest ani typu F, ani Gg;

@ zbiorem gestym o pustym wnetrzu;

@ zbiorem otwartym nie bedacym ptaszczyzna;
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Wektory Leviego
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Wektory Leviego

Powiemy, ze u € R?, ||ul| = 1jest wektorem Leviego dla szeregu >, v,
jezeli dla dowolnego € > 0 mamy, ze >, s () [val| = o0, gdzie

Se(u) = {v: (u,v) > (1 —e)ullf|v][}-
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Wektory Leviego

Powiemy, ze u € R?, ||ul| = 1jest wektorem Leviego dla szeregu >, v,
jezeli dla dowolnego € > 0 mamy, ze >, s () [val| = o0, gdzie

Se(u) = {v: (u,v) > (1 —e)ullf|v][}-

Szereg bezwzglednie zbiezny nie posiada wektoréw Leviego. \
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Wektory Leviego

Powiemy, ze u € R?, ||ul| = 1jest wektorem Leviego dla szeregu >, v,
jezeli dla dowolnego € > 0 mamy, ze >, s () [val| = o0, gdzie

Se(u) = {v: (u,v) > (1 —e)[[ull[Iv]]}-

Szereg bezwzglednie zbiezny nie posiada wektoréw Leviego. \

Szereg warunkowo zbiezny posiada wektor Leviego na kazdej domknietej
potsferze jednostkowe;j.
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Wektory Leviego

Powiemy, ze u € R?, ||ul| = 1jest wektorem Leviego dla szeregu >, v,
jezeli dla dowolnego € > 0 mamy, ze >, s () [val| = o0, gdzie

Se(u) = {v: (u,v) > (1 —e)[[ull[Iv]]}-

Szereg bezwzglednie zbiezny nie posiada wektoréw Leviego.

Fakt 2

Szereg warunkowo zbiezny posiada wektor Leviego na kazdej domknietej
potsferze jednostkowe;j.

| A,

Whiosek

Szereg warunkowo zbiezny posiada przynajmniej dwa wektory Leviego,
przy czym jezeli posiada doktadnie dwa to s3 one wzajemnie przeciwne.

4
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Przyktady
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Przyktady

Jednowymiarowe sum-range i dwa wektory Leviego

o Dla szeregéw >~ x, = Zn”;l((’s)n,o);
Yo i = Yo ((71)n %) mamy odpowiednio

n=1 n ?

L(x,) = {(1,0),(—1,0)} oraz
L(x,) = {(1.1),(—1,—1)}. Warto zauwazy¢, ze

SR(xs) = span(IL(xy)) + > =i Xn- J
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Przyktady
Jednowymiarowe sum-range i dwa wektory Leviego

o Dla szeregéw >~ x, = Zn”;l((’s)n,o);
Yo i = Yo ((71)n %) mamy odpowiednio

n=1 n ?

L(x,) = {(1,0),(—1,0)} oraz
L(x,) = {(1.1),(—1,—1)}. Warto zauwazy¢, ze

SR(xs) = span(IL(xy)) + > =i Xn- J

Dwuwymiarowe sum-range i dwa wektory Leviego

o Dla 272, (5%, ) mamy L(x,) = {(0,1),(0,-1)} |
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Przyktady

Jednowymiarowe sum-range i dwa wektory Leviego

o Dla szeregow 5°°, x, = 5> (&2 0);

S Ve = fo’zl((f)n, %) mamy odpowiednio
L(x,) = {(1,0),(—1,0)} oraz

L(x,) ={(1,1),(—1,—1)}. Warto zauwazy¢, ze
SR(xs) = span(IL(xy)) + > =i Xn-

v

Dwuwymiarowe sum-range i dwa wektory Leviego

o Dla 272, (5%, ) mamy L(x,) = {(0,1),(0,-1)} |

Mnéstwo wektoréw Leviego

@ Niech z € C, |z| = 1 bedzie takie, ze z” # 1 dla
dowolnego n € N. Wtedy > >~ 2 jest warunkowo
zbiezny oraz LL(z,) = S(0,1).
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Przyktady
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Przyktady

Trzy wektory Leviego

o Niech x3,-2 = (— 3,5, —373)s %01 = (557, 0),

x3n = (0, 35) dla n € N. Wtedy
L(Xn) - {(_1’ _1)’ (17 0)7 (07 1)}
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Przyktady

@ Niech X3p—2 = ( 3,,1 2 3,,1 2) X3p—1 = (3,7%1,0),

x3n = (0, 35) dla n € N. Wtedy
L(x) = {(~1, ~1),(1,0). (0, 1)}
o Niech x3,2 = (— 5.5, —\/3},—_2) Xsn-1 = (527, 0),
x3n = (0, == ) dla n € N. Wtedy
(xn) = {(O —1),(1,0),(0,1)}. W szczeg6lnosci
(xa) N{(x,y): x <0} =0.

Cztery wektory Leviego

L
L

<
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Przyktady

@ Niech X3p—2 = ( 3,,1 2 3,,1 2) X3p—1 = (3,7%1,0),

x3n = (0, 35) dla n € N. Wtedy
L(x) = {(~1, ~1),(1,0). (0, 1)}
o Niech x3,2 = (— 5.5, —\/3},—_2) Xsn-1 = (527, 0),
x3n = (0, == ) dla n € N. Wtedy
L(x,) = {(O —1),(1,0),(0,1)}. W szczegélnosci
L(x,) N{(x,y) : x <0} = 0. )

Cztery wektory Leviego

@ x3,1 = (0, (71)"), Xop = (% 0) dla kazdego n € N.

n

Weedy L(x,) = {(0, —1), (—1,0), (0,1), (1,0)}.
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Przynajmniej trzy wektory Leviego
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Przynajmniej trzy wektory Leviego

Zat6zmy, ze szereg warunkowo zbiezny ) ° | x, posiada dwa
liniowo niezalezne wektory Leviego u, v. Wtedy span™(u,v) C

Aaps(xa) = {32521 enXn < (en) € {0, 1}, 3702, €nll3n]| < 00}
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Przynajmniej trzy wektory Leviego

Lemat

|

Zatézmy, ze szereg warunkowo zbiezny ) | x, posiada dwa
liniowo niezalezne wektory Leviego u, v. Wtedy span™(u,v) C

Aps(xn) = {Zn 1€n% : (€n) € {0, 1}N>Z:O:1 Enl|Xn|| < 00}

Twierdzenie

|

Zatézmy, ze szereg warunkowo zbiezny > | x, posiada
wektor Leviego na kazdej otwartej potsferze jednostkowe;.
Wéwczas A ps(x,) = R,

\
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Przynajmniej trzy wektory Leviego

Lemat

Zat6zmy, ze szereg warunkowo zbiezny ) ° | x, posiada dwa
liniowo niezalezne wektory Leviego u, v. Wtedy span™(u,v) C

Aaps(xa) = {22021 En¥n : (€n) € {0, 1}, 3708, €nllal| < 00} |

Twierdzenie

Zatézmy, ze szereg warunkowo zbiezny >~ | x, posiada
wektor Leviego na kazdej otwartej potsferze jednostkowe;.
Wéwczas A ps(x,) = R,

| \

Twierdzenie

Zatézmy, ze szereg warunkowo zbiezny >~ | x, posiada
przynajmniej trzy wektory Leviego. Wéwczas A ,p(x,) = R

y
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Dwa wektory Leviego
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Dwa wektory Leviego

Wtasnos¢ redukgeji

Powiemy, ze szereg >~ (x,, ) posiada wtasnos¢ redukcji
gdy lim,,_, % = oo oraz dla kazdego ¢ > 0, x € (—¢,¢),
N € N istnieje skonczony zbiér indekséw

A={k <k <...<kp}gdzie k> N taki, ze

| D neaXn — x| < 5; maxi<j<pm | SV Xk, | < € oraz

Maxi<jcm | Yoy Via < €.
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Dwa wektory Leviego

Wtasnos¢ redukgeji

Powiemy, ze szereg >~ (x,, ) posiada wtasnos¢ redukcji
gdy lim,,_, % = oo oraz dla kazdego ¢ > 0, x € (—¢,¢),
N € N istnieje skonczony zbiér indekséw

A={k <k <...<kp}gdzie k> N taki, ze

| D neaXn — x| < 5; maxi<j<pm | SV Xk, | < € oraz

Maxi<jcm | Yoy Via < €.

Wihasnosci

| A\

Zatézmy, ze warunkowo zbiezny szereg > (x,.y,) posiada
wtasnos¢ redukcji. Wtedy:

@ SR(xp, yn) = R?
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Dwa wektory Leviego

Wtasnos¢ redukgeji

Powiemy, ze szereg >~ (x,, ) posiada wtasnos¢ redukcji
gdy lim,,_, % = oo oraz dla kazdego ¢ > 0, x € (—¢,¢),
N € N istnieje skonczony zbiér indekséw

A={k <k <...<kp}gdzie k> N taki, ze

| D neaXn — x| < 5; maxi<j<pm | SV Xk, | < € oraz

Maxi<jcm | Yoy Via < €.

Wihasnosci

| A\

Zatézmy, ze warunkowo zbiezny szereg > (x,.y,) posiada
wtasnos¢ redukcji. Wtedy:

@ SR(xp, yn) = R?
o L(xn,ya) ={(0,1),(0,-1)}
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Dwa wektory Leviego

Wtasnos¢ redukgeji

Powiemy, ze szereg >~ (x,, ) posiada wtasnos¢ redukcji
gdy lim,,_, % = oo oraz dla kazdego ¢ > 0, x € (—¢,¢),
N € N istnieje skonczony zbiér indekséw

A={k <k <...<kp}gdzie k> N taki, ze

| D neaXn — x| < 5; maxi<j<pm | SV Xk, | < € oraz

Maxi<jcm | Yoy Via < €.

Wihasnosci

| A\

Zatézmy, ze warunkowo zbiezny szereg > (x,.y,) posiada
wtasnos¢ redukcji. Wtedy:

@ SR(xp, yn) = R?

- L(X,,,y,,) = {(07 1)> (Ov _1)}
® A(Xn, yn) = R?
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Przyktadowa klasa szeregéw o wtasnosci redukg;i
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Przyktadowa klasa szeregéw o wtasnosci redukg;i

Konstrukcja

Niech (x,), (v,) beda nierosnacymi ciggami liczb dodatnich

zbieznymido O oraz > °  x, = > " ¥, =00 i lim }y”‘
o B n— o0 xn|

= OQ.

Zdefiniujmy vap_3 = (—Xop—1, —Y2n-1), Van—2 =
(_X2n717.y2n71)7 Vap—1 = (X2n7y2n)> Vap = (X2n> __y2n) dla
kazdego n € N. Wtedy A(v,) = R?.
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Przyktadowa klasa szeregéw o wtasnosci redukg;i

Konstrukcja

Niech (x,), (v,) beda nierosnacymi ciggami liczb dodatnich

zbieznymido O oraz > °  x, = > " ¥, =00 i lim m = 00.
o - n—oo0 14N

Zdefiniujmy vap_3 = (—Xop—1, —Y2n-1), Van—2 =
(_X2n71a.y2n71)7 Vap—1 = (X2n7y2n)> Vap = (X2n> __y2n) dla
kazdego n € N. Wtedy A(v,) = R?.

Przyktad

Niech vo,_1 = (X2n-1,Y2n-1) = (-, ?}
Von = (X2n7y2n) = ((7,}) ) ( \I%IH) dla n € N. Wtedy
L(v,) = {(0,1),(0,-1)}, SR(v,) = R? oraz A(v,) = R?.
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Dwa wektory Leviego i I
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Dwa wektory Leviego i I

Lemat

Niech szereg > | y, bedzie warunkowo zbiezny oraz >~ x,
bedzie bezwzglednie zbiezny, x, > 0 dla n € N. Rozwazmy
Vy = (Xn, ¥n), wtedy

o L(Vn) - {(O 1)7 (07 _1)}
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Dwa wektory Leviego i I

Lemat

Niech szereg > | y, bedzie warunkowo zbiezny oraz >~ x,
bedzie bezwzglednie zbiezny, x, > 0 dla n € N. Rozwazmy
Vy = (Xn, ¥n), wtedy

° L(Vn) - {(O/ 1)7 (07 _1)}

@ SR(v,) = span(L(vy)) + >_2, Va
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Dwa wektory Leviego i I

Lemat

Niech szereg > | y, bedzie warunkowo zbiezny oraz >~ x,
bedzie bezwzglednie zbiezny, x, > 0 dla n € N. Rozwazmy
Vy = (Xn, ¥n), wtedy

° L(Vn) - {(O 1)7 (07 _1)}
@ SR(v,) = span(L(v,)) + > 02 Vi
@ > 2 vy € A(Vy) \ Aabs(Va)-
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Dwa wektory Leviego i I

Lemat

Niech szereg > | y, bedzie warunkowo zbiezny oraz >~ x,
bedzie bezwzglednie zbiezny, x, > 0 dla n € N. Rozwazmy
Vy = (Xn, ¥n), wtedy

° L(Vn) - {(O 1)7 (07 _1)}
@ SR(v,) = span(L(v,)) + > 02 Vi
@ > 2 vy € A(Vy) \ Aabs(Va)-

Niech v, = (&, &2

7, —>) dla n € N. Wtedy
(1,—1n2) € A(v) \ Aups(vn).

I\J
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Dwa wektory Leviego i 2
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Dwa wektory Leviego i 2

Przyktad

Niech ng = 0, nx = 4%* 4+ ny_; dla k € N. Zdefiniujmy

X, = 4%, Vo = 2% dla n € (ny_1, n,| oraz potézmy

Vap—3 = (—in—17 —}/2n—1), Vap—2 = (—in—1,Y2n—1)7 Vap—1 =
(X2n, Yon), Van = (X0, —y2n) dla kazdego n € N. Wéwczas
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Dwa wektory Leviego i 2

Przyktad

Niech ng = 0, nx = 4%* 4+ ny_; dla k € N. Zdefiniujmy

X, = 4%, Vo = 2% dla n € (ny_1, n,| oraz potézmy

Vap—3 = (—in—17 —}/2n—1), Vap—2 = (—in—1,Y2n—1)7 Vap—1 =
(X2n, Yon), Van = (X0, —y2n) dla kazdego n € N. Wéwczas

® L(Vn) = {(0 1)7 (07 _1)}
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Dwa wektory Leviego i 2

Przyktad

Niech ng = 0, nx = 4%* 4+ ny_; dla k € N. Zdefiniujmy

X, = 4%, Vo = 2% dla n € (ny_1, n,| oraz potézmy

Vap—3 = (—in—17 —}/2n—1), Vap—2 = (—in—1,Y2n—1)7 Vap—1 =
(X2n, Yon), Van = (X0, —y2n) dla kazdego n € N. Wéwczas

® L(Vn) = {(0 1)7 (07 _1)}
e SR(v,) =R
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Dwa wektory Leviego i 2

Przyktad

Niech ng = 0, nx = 4%* 4+ ny_; dla k € N. Zdefiniujmy

X, = 4%, Vo = 2% dla n € (ny_1, n,| oraz potézmy

Vap—3 = (—in—17 —}/2n—1), Vap—2 = (—in—1,Y2n—1)7 Vap—1 =
(X2n, Yon), Van = (X0, —y2n) dla kazdego n € N. Wéwczas

e L(Vn) - {(0 1)7 (07 _1)}
e SR(v,) =R
o A(v,) = R?
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Dwa wektory Leviego i 2

Przyktad

Niech ng = 0, nx = 4%* 4+ ny_; dla k € N. Zdefiniujmy

X, = 4%, Vo = 2% dla n € (ny_1, n,| oraz potézmy

Vap—3 = (—in—17 —}/2n—1), Vap—2 = (—in—1,Y2n—1)7 Vap—1 =
(X2n, Yon), Van = (X0, —y2n) dla kazdego n € N. Wéwczas

o L(v,) ={(0,1),(0,-1)}

e SR(v,) =R

o A(v,) = R?

0 Aubs(va) N {3} x R =0, wiec Aps(vn) # R? .
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