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Wst¦p

Zbiór osi¡galny

A(xn) = {
∑∞

n=1
εnxn : (εn) ∈ {0, 1}N}

Sum range

SR(xn) = {
∑∞

n=1
xσ(n) : σ ∈ S∞}

Zwi¡zek mi¦dzy sum range i zbiorem osi¡galnym

Niech
∑∞

n=1
xn b¦dzie szeregiem warunkowo zbie»nym w

przestrzeni Banacha X . Wówczas SR(xn) ⊂ A(xn).

Wniosek

W przestrzeni sko«czenie wymiarowej zbiór osi¡galny szeregu
warunkowo zbie»nego jest nieograniczony.
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Zbiory osi¡galne nie musz¡ by¢ domkni¦te

Przykªad

Rozwa»my
∑∞

n=1
xn =

∑∞
n=1

( (−1)
n+1

n
, 1

2n
).

Domkni¦cie zbioru osi¡galnego

A(xn) = R× [0, 1]

Punkt ekstremalny zbioru osi¡galnego

(z , 1) ∈ A(xn)⇒ z = ln2
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Zbiory osi¡galne nie musz¡ by¢ domkni¦te -

uogólnienie

Twierdzenie

Niech
∑∞

n=1
xn b¦dzie szeregiem warunkowo zbie»nym w Rk

takim, »e SR(xn) = Rk oraz
∑∞

n=1
yn b¦dzie szeregiem

zbie»nym bezwgl¦dnie, przy czym yn 6= 0 dla ka»dego n ∈ N.
Wówczas A(xn, yn) nie jest domkni¦ty.
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Szereg warunkowo zbie»ny o ograniczonym zbiorze

osi¡galnym

Przykªad

Niech (en) b¦dzie baz¡ kanoniczn¡ w c0.
Kolejne wyrazy ci¡gu (xn) to:
e1,−e1, 12e2,−

1

2
e2,

1

2
e2,−1

2
e2,

1

3
e3,−1

3
e3,

1

3
e3,−1

3
e3,

1

3
e3,−1

3
e3, . . .

Wnioski

Zbiór sum range jest jednopunktowy, istotnie SR(xn) = {0},
natomiast zbiór osi¡galny A(xn) = (

∏∞
n=1

Xn) ∩ c0, gdzie
Xn = {kn : k ∈ [−n, n] ∩ Z}, wi¦c jest ograniczony.
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Dalsze zale»no±ci mi¦dzy sum range i zbiorem

osi¡galnym

Twierdzenie

Niech (xn) b¦dzie ci¡giem w Rk takim, »e
∑∞

n=1
xn jest

warunkowo zbie»ny oraz SR(xn) = Rk . Niech (yn) b¦dzie
ci¡giem w Rm takim, »e

∑∞
n=1

yn jest zbie»ny bezwgl¦dnie.

Wówczas A(xn, yn) = Rk × A(yn).

Twierdzenie

Je»eli szereg
∑∞

n=1
xn jest warunkowo zbie»ny w Rk oraz

A(xn) = Rk to SR(xn) = Rk .
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Du»y sum range i maªy zbiór osiagalny

Przykªad

Niech xi =
(−1)i

210
k2

oraz yi =
(−1)i
2k

dla i ∈ (nk−1, nk ], gdzie

n0 = 0 i nk+1 = nk + 210
k2+1.

Zbiór osi¡galny i sum range

SR(xn, yn) = R2

A(xn, yn) ⊆ (L ∪Q)× R, gdzie
L = {x : ∀r ∈ N ∃p, q ∈ Z (0 < |x − p

q
| < 1

qr
)} jest

zbiorem wszystkich liczb Louville'a.

Wniosek

Mo»emy skonstruowa¢ szereg, którego sum range jest caª¡
pªaszczyzn¡, a zbiór osi¡galny zbiorem miary zero.
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�Prawie� otwarty zbiór osi¡galny

Twierdzenie

Niech
∑∞

k=1
xk = X <∞ b¦dzie szeregiem o wyrazach

nieujemnych xk > 0 dla k ∈ N oraz speªnia warunek:

(i) dla dowolnego a ∈ (0, 2X ) istnieje przedziaª Ia ⊆ A(xk)
taki, »e dla ka»dego t ∈ Ia istnieje z ∈ A(xk) takie, »e
t + z = a

Niech (yk) b¦dzie warunkowo zbie»ny o sumie
∑∞

k=1
yk = Y .

Wówczas A(xk , y k) = (0, 2X )× R ∪ {(0, 0), (2X ,Y )}, gdzie
x2k−1 = x2k = xk oraz y

2k−1 = yk , y 2k = 0 dla dowolnego
k ∈ N.

Przykªad

Niech (xn, yn)n∈N =
((1

2
, 1), (1

2
, 0), (1

4
,−1

2
), (1

4
, 0), (1

8
, 1
3
), (1

8
, 0), ( 1

16
,−1

4
), ( 1

16
, 0), . . .).

Wówczas A(xn, yn) = (0, 2)× R ∪ {(0, 0), (2, ln 2)}.
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Otwarty zbiór osi¡galny

Twierdzenie

Niech
∑∞

k=1
xk = X <∞ b¦dzie szeregiem o wyrazach

nieujemnych xk > 0 dla k ∈ N oraz A(xk)− A(xk) = [−X ,X ].
Niech (yk) b¦dzie ci¡giem liczb nieujemnych, monotonicznie
zbie»nym do 0 takim , »e

∑∞
k=1

yk =∞. Wówczas
A(xk , y k) = (−2X , 2X )× R, gdzie x4k−3 = x4k−2 = xk ,
x4k−1 = x4k = −xk oraz y

4k−3 = y
4k−1 = 0, y

4k−2 = y2k−1,
y
4k = −y2k dla dowolnego k ∈ N.
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