Filip Strobin

Izometryczna £,-liniowalnoé¢ liniowych i ciggtych przeksztatcen
przestrzeni £, o nigdzie ciagtych odwrotnosciach

(praca wspélna z M. Bieniasem)

Instytut Matematyki Politechniki tédzkiej

Filip Strobin Izometryczna (p-liniowalnosé liniowych i ciaglych przeksztatcen



Algebraiczne i topologiczno-algebraiczne pojgcie wielkosci

Algebraiczne i topologiczno-algebraiczne pojecie wielkosci

Gtéwna idea

Niech V bedzie strukturg algebraiczng i E C V.

Zbioér E mozemy uwaza¢ za "duzy”, jezeli zawiera "duz3" podstrukture
algebraiczna.

Gdy V jest dodatkowo przestrzenia topologiczng, to mozemy wymagaé
pewnych dodatkowych wtasnosci topologicznych od tej podstruktury - np.
domknietos¢, gestosc.
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Algebraiczne i topologiczno-algebraiczne pojecie wielkosci

Gtéwna idea

Niech V bedzie strukturg algebraiczng i E C V.

Zbioér E mozemy uwaza¢ za "duzy”, jezeli zawiera "duz3" podstrukture
algebraiczna.

Gdy V jest dodatkowo przestrzenia topologiczng, to mozemy wymagaé
pewnych dodatkowych wtasnosci topologicznych od tej podstruktury - np.
domknietos¢, gestosc.

Definicja

Niech X bedzie przestrzeniag Banacha.

Powiemy, ze E C X jest domknieto-liniowalny (ang. spaceable), jezeli E U {0}
zawiera nieskonczenie wymiarowa podprzestrzei Banacha.

Jezeli E U {0} zawiera izometryczng kopie pewnej przestrzeni V, to E
nazywamy izometrycznie V-liniowalnym.
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Podstawowe oznaczenia

Niech p € [1,00).
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Podstawowe oznaczenia

Niech p € [1,00).
— przez ¢, oznaczmy przestrzef ciggéw rzeczywistych, sumowalych z p-ta
potega, ze standardowa norma

NGl = { D xil?

i€EN

1/p
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Podstawowe oznaczenia

Niech p € [1,00).
— przez ¢, oznaczmy przestrzef ciggéw rzeczywistych, sumowalych z p-ta
potega, ze standardowa norma

1/p
G)llp = <Z |Xi|p)

i€EN

— przez B(¢,,£,) oznaczmy przestrzen liniowych i ciagtych przeksztatcen ¢, w
£p, Z norma operatorowq:

[IFI| == sup{[|F()llp - [Ix]lo < 1}
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Twierdzenie 1, M. Bienias, FS

Niech W C B(4y,¢,) bedzie zbiorem przeksztatcen réznowartosciowych o
nigdzie ciggtych odwrotnosciach. Wéwczas W jest izometrycznie £,-liniowalny.
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Twierdzenie 1, M. Bienias, FS

Niech W C B(4y,¢,) bedzie zbiorem przeksztatcen réznowartosciowych o
nigdzie ciggtych odwrotnosciach. Wéwczas W jest izometrycznie £,-liniowalny.

Uwaga

Jezeli T jest przeksztatceniem liniowym, to T jest ciagte wtedy i tylko wtedy
gdy jest ciagte w pewnym punkcie.
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Niech W C B(4y,¢,) bedzie zbiorem przeksztatcen réznowartosciowych o
nigdzie ciggtych odwrotnosciach. Wéwczas W jest izometrycznie £,-liniowalny.

Uwaga

Jezeli T jest przeksztatceniem liniowym, to T jest ciagte wtedy i tylko wtedy
gdy jest ciagte w pewnym punkcie.

| A

Szkic dowodu

Krok 1 - przyktad Creswella.
Dla x = (x;) € £p, niech

)= (35 = (3)

Creswell [C2] pokazat, ze S € B(4y,¢,), jest réznowartosciowe, |

S|| =1 oraz

157 = sup{lIST (W)llp : ¥ € S[Eel, [Iyllp < 1} = o0
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Szkic dowodu

Krok 2 - konstrukcja izometrii

Niech (Ax) bedzie rozbiciem N na nieskonczone, parami roztaczne podzbiory, i
niech ok : Ak = N, k € N, beda ustalonymi bijekcjami.

Dla dowolnego t = (tx) € ¢, okreslamy funkcje F: nastepujaco: jezeli

x = (x;) € £p, to Fi(x) jest ciggiem takim, ze dla j € N

1 _
Fi(x)j := tkmka(j)’ gdzie j € Ak
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Szkic dowodu

Krok 2 - konstrukcja izometrii

Niech (Ax) bedzie rozbiciem N na nieskonczone, parami roztaczne podzbiory, i
niech ok : Ak = N, k € N, beda ustalonymi bijekcjami.

Dla dowolnego t = (tx) € ¢, okreslamy funkcje F: nastepujaco: jezeli

x = (x;) € £p, to Fi(x) jest ciggiem takim, ze dla j € N

1 _
Fi(x)j := tkmka(j)’ gdzie j € Ak

Krok 3 - pokazanie odpowiednich wtasnosci.
Okazuje sig, ze
IFeClp = [[tl]ol1S(]e

W szczegolnosci F; : ¢, — £,. tatwo widac, ze F; jest liniowe i w konsekwencji
[Fell = M1tllp 1S = [1t]]p

a wiec F; € B(¥p, £p). Jednoczesnie F : £, — B(¢,, ;) jest liniowe, zatem jest
izometrycznym zanurzeniem.
Nietrudno tez pokazaé, ze kazda F; jest réznowartoéciowa oraz ||F; || = co. W
szczegblnosci,

Flt,] ={F::t€£,} c WuU{0}
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Twierdzenie 1, M. Bienias, FS, [BiS]

Niech W C B(4,,¢,) bedzie zbiorem przeksztatcen réznowartosciowych o
nigdzie ciggtych odwrotnosciach. Wéwczas W jest izometrycznie £,-liniowalny.
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Twierdzenie 1, M. Bienias, FS, [BiS]

Niech W C B(4,,¢,) bedzie zbiorem przeksztatcen réznowartosciowych o
nigdzie ciggtych odwrotnosciach. Wéwczas W jest izometrycznie £,-liniowalny.

Uwaga 1

Twierdzenie 1 zachodzi réwniez dla przypadku zespolonego.
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Twierdzenie 1, M. Bienias, FS, [BiS]

Niech W C B(4,,¢,) bedzie zbiorem przeksztatcen réznowartosciowych o
nigdzie ciggtych odwrotnosciach. Wéwczas W jest izometrycznie £,-liniowalny.

Uwaga 1

Twierdzenie 1 zachodzi réwniez dla przypadku zespolonego.

Twierdzenie 2, M. Balcerzak, FS, [BaS]

Przez Cb(By,{p) oznaczmy przestrzen ciagtych i ograniczonych funkcji f z
otwartej kuli jednostkowej B, C £, w £,, z normg supremum.

Jezeli p € (1, 00), to zbiér W’ C Cb(B,, {,) funkcji réznowartosciowych o
nigdzie ciggtych odwrotnosciach jest izometrycznie £,-liniowalny.
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Twierdzenie 2, M. Balcerzak, FS, [BaS]

Przez Cb(By,{p) oznaczmy przestrzen ciagtych i ograniczonych funkcji f z
otwartej kuli jednostkowej B, C £, w £,, z normg supremum.

Jezeli p € (1, 00), to zbiér W’ C Cb(B,, {,) funkcji réznowartosciowych o
nigdzie ciggtych odwrotnosciach jest izometrycznie £,-liniowalny.

W pracy [BiS] udowodniliémy analogiczne twiedzenie dla kuli domknietej Bp.
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Twierdzenie 1, M. Bienias, FS, [BiS]

Niech W C B(4,,¢,) bedzie zbiorem przeksztatcen réznowartosciowych o
nigdzie ciggtych odwrotnosciach. Wéwczas W jest izometrycznie £,-liniowalny.

Uwaga 1

Twierdzenie 1 zachodzi réwniez dla przypadku zespolonego.

Twierdzenie 2, M. Balcerzak, FS, [BaS]

Przez Cb(By,{p) oznaczmy przestrzen ciagtych i ograniczonych funkcji f z
otwartej kuli jednostkowej B, C £, w £,, z normg supremum.

Jezeli p € (1, 00), to zbiér W’ C Cb(B,, {,) funkcji réznowartosciowych o
nigdzie ciggtych odwrotnosciach jest izometrycznie £,-liniowalny.

W pracy [BiS] udowodniliémy analogiczne twiedzenie dla kuli domknietej Bp.

Uwaga 3

Twierdzenie 2 (raczej) nie wynika z Twierdzenia 1.
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Dziekuje za uwage
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