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Algebraiczne i topologiczno-algebraiczne poj¦cie wielko±ci

Gªówna idea

Niech V b¦dzie struktur¡ algebraiczn¡ i E ⊂ V .
Zbiór E mo»emy uwa»a¢ za ”du»y”, je»eli zawiera ”du»¡” podstruktur¦
algebraiczn¡.
Gdy V jest dodatkowo przestrzeni¡ topologiczn¡, to mo»emy wymaga¢
pewnych dodatkowych wªasno±ci topologicznych od tej podstruktury - np.
domkni¦to±¢, g¦sto±¢.

De�nicja

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha.
Powiemy, »e E ⊂ X jest domkni¦to-liniowalny (ang. spaceable), je»eli E ∪ {0}
zawiera niesko«czenie wymiarow¡ podprzestrze« Banacha.
Je»eli E ∪ {0} zawiera izometryczn¡ kopi¦ pewnej przestrzeni V , to E
nazywamy izometrycznie V -liniowalnym.
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Podstawowe oznaczenia

Niech p ∈ [1,∞).
� przez `p oznaczmy przestrze« ci¡gów rzeczywistych, sumowalych z p-t¡
pot¦g¡, ze standardow¡ norm¡

||(xi )||p :=

(∑
i∈N

|xi |p
)

1/p

� przez B(`p, `p) oznaczmy przestrze« liniowych i ci¡gªych przeksztaªce« `p w
`p, z norm¡ operatorow¡:

||F || := sup{||F (x)||p : ||x ||p ≤ 1}
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Twierdzenie 1, M. Bienias, FS

Niech W ⊂ B(`p, `p) b¦dzie zbiorem przeksztaªce« ró»nowarto±ciowych o
nigdzie ci¡gªych odwrotno±ciach. Wówczas W jest izometrycznie `p-liniowalny.

Uwaga

Je»eli T jest przeksztaªceniem liniowym, to T jest ci¡gªe wtedy i tylko wtedy
gdy jest ci¡gªe w pewnym punkcie.

Szkic dowodu

Krok 1 - przykªad Creswella.
Dla x = (xi ) ∈ `p, niech

S(x) :=
(
x1,

x2
2
,
x3
3
, ...
)
=
(xi
i

)
Creswell [C2] pokazaª, »e S ∈ B(`p, `p), jest ró»nowarto±ciowe, ||S || = 1 oraz

||S−1|| := sup{||S−1(y)||p : y ∈ S [`p], ||y ||p ≤ 1} =∞
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Szkic dowodu

Krok 2 - konstrukcja izometrii
Niech (Ak) b¦dzie rozbiciem N na niesko«czone, parami rozª¡czne podzbiory, i
niech σk : Ak → N, k ∈ N, b¦d¡ ustalonymi bijekcjami.
Dla dowolnego t = (tk) ∈ `p, okre±lamy funkcj¦ Ft nast¦puj¡co: je»eli
x = (xi ) ∈ `p, to Ft(x) jest ci¡giem takim, »e dla j ∈ N

Ft(x)j := tk
1

σk(j)
xσk (j), gdzie j ∈ Ak

Krok 3 - pokazanie odpowiednich wªasno±ci.
Okazuje si¦, »e

||Ft(x)||p = ||t||p||S(x)||p
W szczególno±ci Ft : `p → `p. �atwo wida¢, »e Ft jest liniowe i w konsekwencji

||Ft || = ||t||p||S || = ||t||p

a wi¦c Ft ∈ B(`p, `p). Jednocze±nie F : `p → B(`p, `p) jest liniowe, zatem jest
izometrycznym zanurzeniem.
Nietrudno te» pokaza¢, »e ka»da Ft jest ró»nowarto±ciowa oraz ||F−1t || =∞. W
szczególno±ci,

F [`p] = {Ft : t ∈ `p} ⊂W ∪ {0}
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Twierdzenie 1, M. Bienias, FS, [BiS]

Niech W ⊂ B(`p, `p) b¦dzie zbiorem przeksztaªce« ró»nowarto±ciowych o
nigdzie ci¡gªych odwrotno±ciach. Wówczas W jest izometrycznie `p-liniowalny.

Uwaga 1

Twierdzenie 1 zachodzi równie» dla przypadku zespolonego.

Twierdzenie 2, M. Balcerzak, FS, [BaS]

Przez Cb(Bp, `p) oznaczmy przestrze« ci¡gªych i ograniczonych funkcji f z
otwartej kuli jednostkowej Bp ⊂ `p w `p, z norm¡ supremum.
Je»eli p ∈ (1,∞), to zbiór W ′ ⊂ Cb(Bp, `p) funkcji ró»nowarto±ciowych o
nigdzie ci¡gªych odwrotno±ciach jest izometrycznie `p-liniowalny.

Uwaga 2

W pracy [BiS] udowodnili±my analogiczne twiedzenie dla kuli domkni¦tej Bp.

Uwaga 3

Twierdzenie 2 (raczej) nie wynika z Twierdzenia 1.

Filip Strobin Izometryczna `p -liniowalno±¢ liniowych i ci¡gªych przeksztaªce« przestrzeni `p o nigdzie ci¡gªych odwrotnociach



Algebraiczne i topologiczno-algebraiczne poj¦cie wielko±ci
Gªówne twierdzenie

Uwagi

Twierdzenie 1, M. Bienias, FS, [BiS]

Niech W ⊂ B(`p, `p) b¦dzie zbiorem przeksztaªce« ró»nowarto±ciowych o
nigdzie ci¡gªych odwrotno±ciach. Wówczas W jest izometrycznie `p-liniowalny.

Uwaga 1

Twierdzenie 1 zachodzi równie» dla przypadku zespolonego.

Twierdzenie 2, M. Balcerzak, FS, [BaS]

Przez Cb(Bp, `p) oznaczmy przestrze« ci¡gªych i ograniczonych funkcji f z
otwartej kuli jednostkowej Bp ⊂ `p w `p, z norm¡ supremum.
Je»eli p ∈ (1,∞), to zbiór W ′ ⊂ Cb(Bp, `p) funkcji ró»nowarto±ciowych o
nigdzie ci¡gªych odwrotno±ciach jest izometrycznie `p-liniowalny.

Uwaga 2

W pracy [BiS] udowodnili±my analogiczne twiedzenie dla kuli domkni¦tej Bp.

Uwaga 3

Twierdzenie 2 (raczej) nie wynika z Twierdzenia 1.

Filip Strobin Izometryczna `p -liniowalno±¢ liniowych i ci¡gªych przeksztaªce« przestrzeni `p o nigdzie ci¡gªych odwrotnociach



Algebraiczne i topologiczno-algebraiczne poj¦cie wielko±ci
Gªówne twierdzenie

Uwagi

Twierdzenie 1, M. Bienias, FS, [BiS]

Niech W ⊂ B(`p, `p) b¦dzie zbiorem przeksztaªce« ró»nowarto±ciowych o
nigdzie ci¡gªych odwrotno±ciach. Wówczas W jest izometrycznie `p-liniowalny.

Uwaga 1

Twierdzenie 1 zachodzi równie» dla przypadku zespolonego.

Twierdzenie 2, M. Balcerzak, FS, [BaS]

Przez Cb(Bp, `p) oznaczmy przestrze« ci¡gªych i ograniczonych funkcji f z
otwartej kuli jednostkowej Bp ⊂ `p w `p, z norm¡ supremum.
Je»eli p ∈ (1,∞), to zbiór W ′ ⊂ Cb(Bp, `p) funkcji ró»nowarto±ciowych o
nigdzie ci¡gªych odwrotno±ciach jest izometrycznie `p-liniowalny.

Uwaga 2

W pracy [BiS] udowodnili±my analogiczne twiedzenie dla kuli domkni¦tej Bp.

Uwaga 3

Twierdzenie 2 (raczej) nie wynika z Twierdzenia 1.

Filip Strobin Izometryczna `p -liniowalno±¢ liniowych i ci¡gªych przeksztaªce« przestrzeni `p o nigdzie ci¡gªych odwrotnociach



Algebraiczne i topologiczno-algebraiczne poj¦cie wielko±ci
Gªówne twierdzenie

Uwagi

Twierdzenie 1, M. Bienias, FS, [BiS]

Niech W ⊂ B(`p, `p) b¦dzie zbiorem przeksztaªce« ró»nowarto±ciowych o
nigdzie ci¡gªych odwrotno±ciach. Wówczas W jest izometrycznie `p-liniowalny.

Uwaga 1

Twierdzenie 1 zachodzi równie» dla przypadku zespolonego.

Twierdzenie 2, M. Balcerzak, FS, [BaS]

Przez Cb(Bp, `p) oznaczmy przestrze« ci¡gªych i ograniczonych funkcji f z
otwartej kuli jednostkowej Bp ⊂ `p w `p, z norm¡ supremum.
Je»eli p ∈ (1,∞), to zbiór W ′ ⊂ Cb(Bp, `p) funkcji ró»nowarto±ciowych o
nigdzie ci¡gªych odwrotno±ciach jest izometrycznie `p-liniowalny.

Uwaga 2

W pracy [BiS] udowodnili±my analogiczne twiedzenie dla kuli domkni¦tej Bp.

Uwaga 3

Twierdzenie 2 (raczej) nie wynika z Twierdzenia 1.

Filip Strobin Izometryczna `p -liniowalno±¢ liniowych i ci¡gªych przeksztaªce« przestrzeni `p o nigdzie ci¡gªych odwrotnociach



Algebraiczne i topologiczno-algebraiczne poj¦cie wielko±ci
Gªówne twierdzenie

Uwagi

Twierdzenie 1, M. Bienias, FS, [BiS]

Niech W ⊂ B(`p, `p) b¦dzie zbiorem przeksztaªce« ró»nowarto±ciowych o
nigdzie ci¡gªych odwrotno±ciach. Wówczas W jest izometrycznie `p-liniowalny.

Uwaga 1

Twierdzenie 1 zachodzi równie» dla przypadku zespolonego.

Twierdzenie 2, M. Balcerzak, FS, [BaS]

Przez Cb(Bp, `p) oznaczmy przestrze« ci¡gªych i ograniczonych funkcji f z
otwartej kuli jednostkowej Bp ⊂ `p w `p, z norm¡ supremum.
Je»eli p ∈ (1,∞), to zbiór W ′ ⊂ Cb(Bp, `p) funkcji ró»nowarto±ciowych o
nigdzie ci¡gªych odwrotno±ciach jest izometrycznie `p-liniowalny.

Uwaga 2

W pracy [BiS] udowodnili±my analogiczne twiedzenie dla kuli domkni¦tej Bp.

Uwaga 3

Twierdzenie 2 (raczej) nie wynika z Twierdzenia 1.

Filip Strobin Izometryczna `p -liniowalno±¢ liniowych i ci¡gªych przeksztaªce« przestrzeni `p o nigdzie ci¡gªych odwrotnociach



Algebraiczne i topologiczno-algebraiczne poj¦cie wielko±ci
Gªówne twierdzenie

Uwagi

Dzi¦kuj¦ za uwag¦
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